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Ldi néi dau

Toan rdi rac 1a mot trong nhitng linh vic clia toan hoc chuyén nghién ctu vé
cac doi tuong roi rac. Ngudi ta st dung cong cu todn roi rac khi phai dém céc doi
tugng, nghién cttu quan hé gitta cac tap rdi rac cuing nhu phéan tich cac qué trinh
hitu han. Qua trinh cat git va xit Iy thong tin trén may tinh thuc chat 14 qua trinh
r6i rac, dieu nay lam todn rdi rac ciing déng vai tro quan trong cho nganh khoa
hoc may tinh.

Bai giang nay gidi thiéu céc kién thitc co ban clia hai linh vuc ¢é nhiéu ng dung
clla todn rdi rac la: Iy thuyét do thi va dai sé6 Boole. Ngoai ra bai giang con gidi
thiéu thém vé giai tich t6 hop va bai toan dém, 1a mét phan cta 1y thuyét to hop
trong toan raoi rac.

Cau tric cia bai gidng duge chia 1am 4 chuong:

Chuong 1: giai tich to hop

Chuong 2: bai toan dém

Chuong 3: 1y thuyét do thi

Chuong 4: dai sb Boole.

Téac gia



Chuong 1. Giai tich to6 hop

Chuong nay giéi thiéu mot sé6 cau hinh to6 hgp don gidn nhu chinh hop lip
(arrangement with repetition), chinh hgp (arrangement), hodn vi (permutation)
v t6 hop (combination). Nhiing cau hinh nay thudng dude dung lam co sé cho
phép dém.

1.1. Chinh hgp lap

Cho tap hop A gom n phan tit (n # 0) va mot s6 tu nhién & (khong nhat thiét
k < n). Mot chinh hop ldp chdp k ciia n (cia A) 13 mot day k phan tit ¢6 thé lip
lai ctia A.

Nhu vAy c6 thé thidy mot chinh hop 18p chap k clia A chinh 13 mot phan ti ciia
tich Descartes A*, hay mot anh xa tit tdp & phan tit vao tap n phan tit. Do dé sb
chinh hop lap chap k ctia n phan tit 1a n*.

Vi du 1.1. Cho tap A = {1,2,3}. Khi d6 cac day ky tu c¢6 hai phan ti c6 lap cia
tap A la 11, 12,13, 21, 22,23, 31, 32, 33. Suy ra c6 tat ca 9 day nhu thé.

1.2. Chinh hgp

Cho tap hop A gom n phan tit (n # 0) va mot s6 tu nhién k < n. Mot chinh hop
(khéng ldp) chdp k cia n 1a mot day k phan tit ctia A, trong d6 mdi phan tit chi
duge phép c6 mat khong qué mot lan.

Ky hiéu s6 chinh hgp chip k ctia n phan tit A%,

Vi du 1.2. Cho tdp A = {1,2,3}. Khi d6 c4c day ky tu c6 hai phan tit khong lip
clia tap A 1a 12,13,21,23,31,32. Nhu vy c6 tht i 6 day nhu thé.
Suy ra A3 = 6.

Dinh ly 1.1. Cho tap hop A c¢é n phan tii va mét sé tu nhién k < n. Khi dé

n!
Y L —
" (n—k)!
Chaing minh. Trong day k phan tit khong lap ajas . .. ax ta c6 n kha nang chon a;
tu tap hop A. Sau khi a; duge chon, ta ¢c6 n — 1 kha nang chon as tu tap hop



A\{a}, ... Tém lai néu ay, as, . . ., a; dude chon thi ta c6 n — 4 kha ning chon a1
ti tap hop A\ {a1, as, ..., ai}.

Theo tinh chat nhan ciia t6 hop (sau nay ching ta goi 1a nguyén Iy nhan) suy ra:

n!

Ak:n(n—l)---(n—k+1):m

n

]

Vi du 1.3. Tinh s6 don 4nh tit mot tap k phan tit A vao mot tap n phan tit B
(k <n).

Theo dinh nghia don 4nh, hai phan t& ctia A c¢6 d&nh khac nhau trong B, suy ra sb
cdc don 4nh phai la AF.

1.3. Hoan vi

Cho tap hop A gom n phan t&. Mot hodn vi ciia A 1a mot cach sap xép cdc phan
tit clia A dé c6 duge mdt day n phan ti clia A.

Ky hiéu P, 1a s6 cac hoan vi ctia tdp n phan tit A.

Dé thdy mot hoan vi ctia A 1a mdt day n phan tit khong lap ctia A. Suy ra hodn vi
chinh 1a mot truong hop riéng cua chinh hgp khi & = n. Tu ddy ching ta c6 ngay

két qua sau.
Pinhly 1.2. P, =12...n=n!

Vi du 1.4. Cho tap A = {1,2,3}. Khi d6 P; = 3! = 6, cdc hoan vi cia A d6 la
123, 132, 213, 231, 312, 321.

C6 thé dong nhat mot hodn vi clia tdp A gdm n phan tit véi mot song anh tir A
1én chinh né. Mot song 4nh nhu thé ngudi ta con goi 1a mot phép thé. Cac phép
thé c6 rat nhiéu tinh chat tha vi, viéc nghién cttu n6é da déng gép mot phan quan

trong trong toan hoc.

1.4. T6 hop
Cho tap hop A gom n phan ti va mot s6 tu nhién k (k < n). To6 hdp chdp k clia
n 14 moi t4p hop con k phan tit clia A.

Vi du 1.5. Cho tap A = {1,2,3}. Khi d6 t6 hop chap 2 ctia A 1a {1,2},{1,3},
{2,3}.



Ky hiéu t6 hop chap k ciia n 1a C hay (Z) . S6 t6 hop nay gap kha nhiéu trong

toan hoc va n6 con dude goi 14 hé s6 té hop.

Pinhly 1.3, (") ="
MR RS k) T R k)

Chaing minh. Ta tinh s6 cdc day k phan t& khong lap ctia tdp hop n phan ti A
bang cach chon ra tip con k phan tit va xét céc hodn vi clia tdp con k phan tit ciia
tap A. V6i mdi tadp con k phan t clia A ta c6 ding k! day k phan tit khong lap
ctia A. Nhu véy ta c6 déng thic

hay

[

Khi nhan xét gid tri cia phép chia trong céng thtc ctia Dinh 1y 1.3 1a mdt sb
nguyén, ngudi ta nhan dudc mot két qua thi vi trong sd hoc 1 “tich cia k s6 tu

nhién lién tiép bao gio cing chia hét cho k!

Vi du 1.6. C6 n ddi béng thi dau vong tron. Héi chiing ta phai to chitc bao nhiéu
tran dau tat ca?

Ta ¢6 ctt 2 doi béng thi 6 mét tran. Do dé sb tran dau sé bang s6 cach chon 2 ddi

n _n(n—l)
2] 2

Céc hé s t6 hop ¢6 mot s6 tinh chat co ban sau.

tit n doi, nghia la:

Ménh d& 1.4. (1) (D6i zitng) (Z) - ( " )

n—k
(2) (Didu kien déu) (g) - (Z) ~1

(3) (Cong thic dé quy) (Z) = (:i) + (nk1> 0 <k<n)



Chiing minh. (1) va (2) suy truc tiép tit dinh nghia t6 hop.
(3) ¢6 thé duge chting minh tit Dinh 1y 1.3. O

Céc hé s6 t6 hop con lién quan chit ché véi viee khai trién 1ty thita ctia mot nhi
thic, d6 1a
n
n
x+y" = "Ry 1.1
(z+y) kz ( k) y (1.1)
=0
Cong thiic (1.1) nay con dugc goi 1a khai trién nhi thiic Newton, ltc dé cac hé sb to
hop ciing con dude goi 14 hé s6 nhi thic. Thong thuong khai trién nhi thitc Newton
duoc giap dudi dang da thitc mot an:

(x+1)n:<g> xn+<gl>xn1++<nn1>x+<2) (12)

RAt nhiéu dang thiic vé hé sb t6 hop duge suy ra tit cong thitc (1.2). Chang han
trong (1.2) chon « = 1, ta sé thu dugc cong thic (1.3) sau:

() () () ()= 19

Két qua nay c6 nghia s cac tdp con ciia mot tap cé n phan t& bang 2".
Nhiéu tinh chat ctia hé s6 t6 hop ciing c6 thé thu dugc tit (1.2) bang cach lay dao
ham hodc tich phan theo = hai vé ctia ding thitc nay mét s6 hitu han 1an, sau d6

gan cho x nhitng gid tri cu thé.



Chuong 2. Bai toan dém

2.1. CJ sé chia phép dém

2.1.1. Nguyén ly cong

Gia sit ¢6 mot cong doan A, ma dé thuc hién A ta (chi) can thuc hién mét trong
k cong doan r0i nhau (titc 1a khong cé hai cong doan nao cé thé lam dong thoi)
Ay, Ag, ..., Ag, trong d6 s6 cach thue hién A; 1lan; (i = 1,2,..., k). Khi dé s6 cach
thuc hién A 14 ny + ny + - - - + ny. Cach tinh nhu thé nay con dude goi 1a nguyén
Iy cong hay quy tdc cong.

Vi du 2.1. Hay tinh s6 céch c¢6 thé di tit thanh phé Hué ra thanh phd Ha noi véi
ba phuong tién khac nhau la dudng bo, duong thiy va dudng hang khong. Gia st
mdi cich di tir thanh phé Hué ra thanh phd Ha noi chi c6 thé 1a sit dung mot trong
ba loai phuong tién trén. Biét rang c6 4 hang hang khong, 2 hang tau thiy va 10
hang giao thong dudng bo c6 phuong tién di lai gitta hai thanh phd néi trén.

R6 rang bai todn nay chiing ta phai sit dung nguyén 1y cong. Khi dé sb cach di tit
thanh phd Hué ra thanh ph6 Ha noi la 4 + 2 + 10 = 16.

Nguyén 1y cdng con c¢é thé phat bieu dudi dang ctia ngén ngit tdp hop nhu sau:
néu A, Ay, ..., Ay 1a céc tdp hop doi mot roi nhau thi

|A1UA2UUAk|:|A1|+|A2|+—|—|Ak|

Mot trudng hgp riéng hay dung clia nguyén 1y cong 1a néu A 1a mét tinh chat cho
trén tap U thi
Al =U —|A].

2.1.2. Nguyén ly nhan

Gia st ¢6 mot cong doan A dude thuc hién qua lan luct k cong doan A, As, ..., Ay,
trong d6 s6 cach thuc hien A; 1a n; (i = 1,2,..., k). Khi d6 s6 cach thuc hién A
13 thong qua viéc thuc hién Ay, 16i dén thuc hién As, ... cudi cliing dén A (ké tiép
nhau) 1a nyny ... ny. Cach tinh nhu thé nay con dude goi 1a nguyén lyj nhdn hay

quy tdc nhan.

Vi du 2.2. Gia st dé di tu thanh phé Hué ra dén thanh phd Ha néi thi phai di
qua thanh phd Vinh. Gia sit rang di tit thanh phd Hué dén thanh phd Vinh c¢6 2



con dudng khéac nhau, va di tit thanh phd Vinh ra dén thanh phd Ha noi ¢6 5 con
dudng khac nhau. Hay cho biét sb cach c¢é thé di tit thanh phé Hué ra dén thanh
phd Ha noi.

Bai toan nay phai 4p dung nguyén ly nhan. Suy ra s6 cach di tit thanh phd Hué
ra dén thanh phd Ha ndi la 2.5 = 10.

Vi du 2.3. C6 bao nhiéu xau nhi phan c6 do dai n?
Mbi mot trong n bit ciia xAu nhi phan c6 thé chon bang hai cdch (0 hay 1). Do vay

theo nguyén 1y nhan, c6 tong cong 2" xau nhi phan khac nhau c6 d6 dai bang n.

Vi du 2.4. C6 thé tao dugc bao nhiéu anh xa tit tip A ¢6 k phan tit vao tip B
c6 n phan ti?
Theo dinh nghia anh xa, mot anh xa xac dinh trén A c6 gid tri trén B la mot phép

tuong ting moi phan ti ciia A v6i mdt phan t nao d6 ctia B. Suy ra dé chon anh

cho mdi phan tit i (i = 1,2,...,k) clia A, ta luén c6 n cach. Suy ra theo nguyén
Iy nhan ta co:
_ .k
nn...n=n"
k lan

Vi du 2.5. Cé bao nhiéu don 4nh xéc dinh trén tip A c6 k phan tit va nhan gia
tri trén tdp B c¢6 n phan ti?
Xay ra hai truong hop:
o Néu k > n thi v6i moi 4nh xa, c6 it nhat hai phan tit ctia A c6 cling mot anh.
Diéu nay c6 nghia khong c6 don anh nao tit A dén B.
o Néu k < n thi v6i phan ti thit nhat cia A c¢6 n cach chon anh, véi phan ti
thit hai c6 n — 1 cach chon anh (do don 4nh), ... v6i phan tit thit j (j < k) c6

n — 7 + 1 cach chon anh. Suy ra theo nguyén 1y nhan ta cé
nn—Dn—-2)...n—k+1)= ———=AF

don anh tit tap A dén tap B.

Nguyén 1y nhan cling cé thé phat bieu dudi dang clia ngén ngit tdp hop nhu sau:
néu Ay, Ay, ..., Ay 1a cdc tap hitu han, thi

|A1 X AQ X oo X Ak| = |A1HA2| |Ak|

Luu ¢ 2.1. Trong nhiéu bai todn ching ta phai 4p dung c hai nguyén 1y ké trén



trong cling mot lic. Cé thé cach diing rat khac nhau nhung sé luén cé ciing mot

dap so.

2.1.3. Nguyén ly bu tru

Mot s6 bai toan dém phitc tap hon phai dua vao nguyén I tong quét clia nguyén
Iy cong thuong ducc goi la nguyén ly bu tru. 0 day ta phat biéu nguyén I nay
theo ngdn ngitt tAp hop. Dau tién cho hai tdp hop hitu han bt ky A va B (khong
c6 gia thiét vé sut rdi nhau gitta hai tdp hop A va B). Khi d6 ro rang ta cé:

[AUB| = |A| +|B| - |AN B|. (2.1)

Bing quy nap coéng thiic trén ¢é thé dude mé rong cho k tap hop hitu han nhu sau.

Dinh 1y 2.1. Gid st Ay, Ao, ..., Ay la cdc tap hitu han bat ky. Khi dé
AiUAs U~ U Ay =Ny — No+ -+ (=DFIN, (2.2)

trong dé N,, (1 < m < k) la tong sé phan tii ciia tat cd cdc giao m tdp ldy ti k
tap da cho, nghia la:

N,, = Z A, DA, NN A

1<i1<io< -+ <im <k

Bay gio chiing ta dong nhat tap A,, (1 < m < k) véi tinh chdt A,, cho trén tap vii
tru hitu han U nao dé va dém xem cé bao nhiéu phan tit ctia U khéng thoa méan
bat ky mot tinh chat A,, nao.

Goi N 1a s6 can dém va N = |U| . Khi d6 ta c6

N=N—|AjUAU---UA4

i (2.3)
=N—N +No— -4 (=1)"Ng

trong d6 N, 1a tong cac phan tit ctia U théa man m tinh chat liy tit k tinh chat
da cho. Cong thiic (2.3) nay dudc goi 1a nguyén Ijj bu tri. N6 cho phép tinh N qua
cac N,, trong trusng hop cac s6 nay dé tinh toan hon.

Vi du 2.6. C6 bao nhiéu xau nhi phan dd dai 10 sao cho hodc bat dau béi 00 hosc
két thic béi 117

Dé thiy s6 xau nhi phan d6 dai 10 bat dau bai 00 1a 28 = 256 va s6 xau nhi phan
do dai 10 két thic bai 11 1a 28 = 256. Hon nita sé xau nhi phan d6 dai 10 bat dau



bai 00 va két thic bai 11 14 26 = 64. Khi dé theo nguyén ly bu trit (2.1) suy ra
s6 xau nhi phan d6 dai 10 sao cho hodic bat dau béi 00 hodc két thic béi 11 14
256 + 256 — 64 = 448.

Vi du 2.7. Xét tap s6 A = {1,2,...,100}. Cho biét trong A c6 bao nhiéu s6
khong chia hét cho bat cit s6 nao trong cic sb 2,3, 5.

Goi B; = {x € A|z chia hét cho i}, véi i = 1,2,3. Khi d6 Bo U B3 U Bj 1A tap cac
s6 trong A chia hét cho it nhat mét trong ba s6 2,3 va 5. Do vay sb luong céc sb

can tim N 1a

N =N — |ByU B3 U Bj|
=100 — (Ny — Na + N3)

vGi
Ny = |Bo| + B3| + | Bs|
AERERE
2 3 5
=50+ 33+ 20
=103

Ny = ‘Bg N Bg| + |BQ ﬂB5’ + ’Bg N B5|

B 100 N 100 L 100
2% 3 2% 5 3x5

=16+10+6
= 32

N3 = |Bo N By N Bs|

7100
- |2x3x%x5

= 3.

Suy ra N = 100 — 103 + 32 — 3 = 26. Do d6 s6 luong s6 khong chia hét cho bat cit

s6 nao trong cac so6 2, 3,5 1a 26.



2.2. Nguyén ly Dirichlet

Nguyén 1y sau duge nha todn hoc noi tiéng ngudi Pitc J. Dirichlet dé xut tit thé
ky 19 va 6ng da 4p dung n6 dé gidi rdt nhiéu bai todn to6 hgp (ciing nhu céc bai

toan dem va bai todn ton tai).

Ménh dé 2.2 (Nguyén Iy Dirichlet!). Néu cé it nhdt k + 1 do vdt duge dat vio

trong k hop thi ton tai toi thiéu mot hop cé it nhat hai do vdt.

Ching minh. Chimg minh phan chiing. Gia st khong c¢6 hdp nao trong k£ hop chita
nhiéu hon mot do vat. T day suy ra tong sd do vat duoe chita trong cac hop nhiéu
nhat 1a k. Diéu nay mau thuan véi gid thiét 14 cé it nhat k& + 1 do vat. VAy phai
ton tai toi thiéu mot hop trong k hop cé chita it nhat hai do vat. ]

Luu ¥ nguyén ly Dirichlet dugc ting dung truc tiép nhat 1a cho céc tap hitu han
(hop, ngan kéo, chudng bo cau, ...), tuy nhién né ciing cé thé 4p dung cho cac tap

vo han.

Vi du 2.8. Cho biét trong mot nhém bat ky cé 367 ngudi, cé it nhat bao nhiéu
nguoi c6 cung ngay sinh.

Vi mdi ngudi chi c6 duy nhat mot ngay sinh, va ching ta cé tat ca 366 ngay sinh
khéc nhau. Do dé theo nguyén Iy Dirichlet sé ludn cé it nhat hai ngudi c6 ngay

sinh giéng nhau.

Vi du 2.9. Trong ky thi hoc sinh giéi, diém bai thi duge dadnh gid béi mot sb
nguyén trong khodng tit 0 dén 100. Hoi phai cé it nhat bao nhiéu hoc sinh du thi
dé chic chén c6 hai hoc sinh ¢6 két qud thi gibng nhau?

Theo nguyén 1y Dirichlet s6 hoc sinh can tim 1a 102, béi vi ta c6 101 két qua diem
thi khac nhau.

Thong thuong nguyén 1y Dirichlet dude phat biéu cho trudng hgp s6 dd vat nhiéu
hon s6 hop. Khi d6 mot cach tong quat nguyén 1y Dirichlet duge phét biéu lai nhu

sau.

Ménh dé 2.3 (Nguyén ly Dirichlet tong quét). Néu c¢é n do vit dudc dit vao trong
k hop (n > k) thi sé ton tai téi thieuw mot hop cd it nhat [£]% do vt.

1Con duge goi 14 nguyén lj chuong bo ciu, nguyén I hop hay nguyén lif ngdn kéo Dirichlet.
2 [[%1 lla] ky hiéu phan nguyén tran ciia %, dola s6 nguyén nhé nhat cé gia tri 16n hon hodc bang % hay con bing
n—_. + 1.
k
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Chiing minh. Chiing minh phan ching.

Gid stt moi hop déu chita it hon [2] d6 vat. Suy ra tong s6 d6 vat trong k hop 1a
n n
<k([=]-1) <k(=)=n.
<K -1 <k =n

Diéu nay mau thuin véi gia thiét 1a ¢6 n do vat. Nhu vAy phai ton tai t6i thiéu
mot hop c6 it nhat [#] do vat. O

RO rang chttng minh ctia nguyén 1y la kha don gian, tuy nhién viéc khai thac ing
dung ctia nguyén 1y lai rat da dang va khong hé don gidn. Ching ta xét mot so vi

du minh hoa sau day.

Vi du 2.10. Cho biét trong 50 ngudi, c6 it nhat bao nhiéu ngudi sinh cting mot
thang.
Xép nhitng ngudi sinh ciing mot thang vao mot nhém. Nhu viy ching ta cé 12

nhém tat cid. Do dé theo nguyén 1y Dirichlet, ton tai mot nhém cé khong it hon

50 _
12 =

cung thang.

4,1 ngudi, nghia la 5 ngudi. Suy ra trong 50 ngudi c6 it nhat 5 ngudi sinh

Vi du 2.11. Gi4 st ¢6 5 loai hoc bong khac nhau. Hoi rang phai c6 tdi thiéu bao
nhiéu sinh vién dé chic chan c6 it nhit 4 ngusi cing nhan hoc béng nhu nhau.

S6 sinh vién it nhat can c¢6 dé dam bao chic chan c6 4 sinh vién cting nhan hoc
bong nhu nhau 13 sd nguyén nhé nhat n sao cho ¥ > 3. Suy ra s6 nguyén nhoé nhat
d61an=3x5+1=16. Nhu vy 16 la s6 sinh vién it nhat ddm béo chic chin 1a

¢6 4 sinh vién cung nhan mot loai hoc bong.

Luu ¥ rang khi stt dung nguyén 1y Dirichlet dé dém phan t& hay chting minh sy
ton tai mot cau hinh nao dé, thi diéu quan trong la phai xac dinh dugc dau la do

vat va dau la cai hop. Sau day la mot vai vi du nhu vay.

Vi duy 2.12. Chimg minh rang trong mét phong hop (t6i thi¢u c6 2 ngusi) bao
gid ciing tim duge hai ngudi ¢ s6 ngudi quen trong sd nhiing ngudi du hop 1a bang
nhau.

Gia st phong hop c¢6 n ngudi. Suy ra sd ngudi quen ctia mdi ngudi trong phong
hop nhén cac gia tri tit 0 dén n — 1. Tuy nhién ro rang trong phong hop khong thé
dong thoi c6 ngudi c6 sé6 ngudi quen 14 0 (titc 1a khong quen ai) va cé ngudi c¢é s6
ngudi quen 1a n — 1 (ttic 1a quen tat cd). Do d6 theo s6 lugng ngudi quen, chiing
ta chi c6 thé phan n ngusi ra thanh n — 1 nhém. Vi viy theo nguyén 1y Dirichlet
ton tai mot nhém cé it nhat 2 ngudi, tic 1a luon tim dudge it nhat 2 ngudi cé s6

ngudi quen la nhu nhau.
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2.3. Hé thirc truy hoi

2.4. Ham sinh
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Chuong 3. Ly thuyét do thi

Ly thuyét do thi 1a mét linh vic nghién cttu da cé tit rat 1lau, va dac biét ¢ nhieu
tmg dung hién dai. Nhitng tu tudng cc ban ctia ly thuyét do thi dude dé xuat bai
nha todn hoc 15i lac ngudi Thuy si Leonhard Euler vao nhitng nam dau cta thé ky
18. Chinh Euler 1a ngudi da st dung dd thi dé giai bai toan ndi tiéng vé céc cy
cau ¢ thanh phé Konigsber.

Do thi duoe st dung dé giai rat nhiéu bai toan trong nhiéu linh vuc khac nhau.

3.1. Khai niém d6 thi

3.1.1. Dinh nghia

Do thi ¢ hudng (directed graph) 1a mot cip G = (V, E), trong d6 V 1a tap hitu
han cdc phan tit con goi 1a dinh (vertex) va E C V x V 1a tdp cdc cap dinh con
duge goi 1a canh cé hudng (directed edge) hay cung. Néu cung e = (u,v) € E thi
ta néi u 1a dinh dau va v 1a dinh cudi, huéng ctia cung e 1a di tit dinh w dén dinh
v, hai dinh u v v ld lién ké hay ké nhau va cung e lién thudc hay noi véi cic dinh
U, v.

Do thi c6 huéng ciing c6 thé dinh nghia bang 4nh xa ké nhu sau: G = (V, F) véi
(i) V 1a tap httu han céc dinh,

(ii) F: V — 2V con duge goi 1a dnh za keé.

Su tuong duong ctia hai dinh nghia duge thé hién qua ménh dé:
Yu,v € Vi (u,v) € E < v e F(u).

Nhu vy vé ban chat, dd thi ¢6 huéng 1a mot tap cic ddi tuong duge bicu dién
bang cac dinh va gitta cdc d6i tuong c6 mot quan hé hai ngdi biéu dién bang céc
cung. D& truc quan ngudi ta thuong bidu dién do thi ¢6 huéng trén mit phing
nhu saw: cic dinh duge biéu dién bang céc diém, cic cung duge biéu dién bang
cac doan cong véi hudng tir dinh dau dén dinh cudi. Biéu dién nay con dude goi la

biéu dién hinh hoc ctia do thi.

Vi du 3.1. Cho G = (V, E) v6i V = {v1,vg,v3,04} va E = {(v1,v2), (v1,v4),
('U4, U3>7 <U37 03)}'

Khi d6 G 14 mot dd thi c6 hudng v6i biéu dién trén mat phang nhu sau:

13



Wi 15

Q

V3 Vy

Anh xa ké ctia G trong truong hop nay 1 F(v)) = {vs,v4}, F(v2) = 0, F(v3) =

{vs}, F'(va) = {v3}.

Hai cung bat ky dudc goi 14 ké néu chiing c6 chung mot dinh. Cung c¢6 dang (v,v),
véi v € V, duge goi 1a khuyén. S6 dinh ctia G dudc goi 1a cdp ctia G va s6 canh clia
G dugce goi la ¢o cta G.

Truong hop G = (V, E) trong d6 V 1a tdp httu han cac dinh va E 1a tap cédc tap
con ¢6 e lugng 1a 2 trén V' thi G dugdce goi 1a do thi vo hudng (undirected graph).
Khi dé céc phan tit cia E con dude goi 1a canh vé hudng hay canh. Trudng hop
néu canh e = {u,v} € E thi ta néi cdc dinh u,v 1a cac diém dau miit ctia e hay e
lién thuodc v6i cac dinh v va v.

Bidu dién trén mit phing cta d6 thi vo huéng tuong tu nhu do thi ¢6 huéng d6
1a: cdc dinh duge biéu dién bang céc diém, cdc canh duge biéu dién bang cic doan

cong.

Vi du 3.2. Cho G = (V,E) v6i V = {vy,v9,v3,v4} va E = {{v1,v2},{v1,v4},
{va,v3}}.

Khi d6 G 1a mot dd thi vé huéng véi bidu dién trén mat phing 1a:

Wi 1V,
&
L
V3 Vy

Truong hop néu tap E chita ci canh 1an cung thi ltc dé cip G = (V, E) dudc goi
14 do thi hon hop hay do thi hon tap. R rang moi dd thi vo hudng cé thé bicu dién

lai bang moét d6 thi c6 hudéng bang cach thay mdi canh bang hai cung. Trong gido
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trinh nay khi ching ta dé cap dén do thi nhung khong néi ré 14 vo huéng hay cé
huéng thi do thi nhu vy c6 thé dd thi vo hudng va ciing cé thé do thi c6 hudng.
Ngoai ra dé cho gon tit ddy vé sau ching ta van viét moi canh {u, v} trong do thi
v6 huéng bang cip (u,v) nhu dd thi cé hudng.

Do thi khong c6 khuyén trong dé méi cap dinh dude ndi v6i nhau béi khong qué
mot canh duge goi 1a don do thi (simple graph). Ngugc lai néu do thi khong c6
khuyén va c6 nhitng cip dinh dudc ndi véi nhau nhiéu hon mot canh thi duge goi
13 da do thi (multigraph). Nhu vAy c6 thé thdy do thi duge phan loai dua theo tinh
chit canh hay cung ctia chiing. Truong hop néu mdi canh hay cung (u,v) ctia do
thi G = (V, E) dudc gdn mot s6 nguyén c(u,v), tic 1a 4nh xa ¢ : E — 7Z, thi do
thi G nhu vay dudc goi 1a do thi ¢d trong sé va ky hiéu lai 1a G = (V, E, ¢).

3.1.2. Dang chu db thi

Mot dd thi ¢6 thé c6 nhiu bidu din trén mat phiang khdc nhau. Bai todn nhén
biét hai bidu dién trén mit phang khac nhau ciia ciing mot do thi 14 bai todn rat
khé. Néu c¢6 hai biéu dién trén mit phang khdc nhau ciia ciing mot dd thi thi céc
dinh ctia ching tuong tng dudge v6i nhau, ttc 1a thiét 1ap dude mot song anh gitta
hai tap dinh ciia hai bidu dién trén mat phang, sao cho su ké nhau ctia hai dinh
tuong tng trong hai bidu dién trén mit phang 1a hoan toan nhu nhau. DAy chinh
1a khai niém déng cAu ciia do thi. Mot cach hinh thitc khéi niém déng ciu ctia do
thi duge dinh nghia nhu sau. Hai don d6 thi Gy = (V4, Ey) va Gy = (Va, E») dudc
goi 1a ddang cdu v6i nhau, ky hieu G1 ~ Go, néu ton tai mot song anh f: V; — Vs
sao cho hai dinh u va v ké nhau trong Gy khi va chi khi f(u) va f(v) 1a ké nhau
trong Go:
Vu,v € V1 : (u,v) € By < (f(u), f(v)) € Es.

Khi d6 4nh xa f dugc goi 14 mot phép ding cdu.

Nhu vay ¢6 thé thdy su ding cAu clia hai dd thi 14 dua trén su ding cAu clia hai
tap dinh sao cho su ding cdu iy bdo toan duge cdc canh hay cung ctia do thi. Do
d6 ngudi ta khéng phan biét hai dd thi dng cAu véi nhau, vi vé thue chit ching
chi khéc nhau vé tén goi cia cac dinh va cach biéu dién bang hinh vé.

Thoéng thudng dé chi ra hai don do thi khong dang cAu, ching ta can ching t6 mot
trong cac dieu kién sau khong théa man:

(1) s6 dinh bang nhau.

(2) s6 canh, cung bang nhau.

(3) s6 dinh c6 cling s6 canh, cung lién thudc véi né (sau nay goi 1a bic) 1a bang
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nhau.
Tuy nhién day chi 1a nhitng diéu kién can, khong phai 1a diéu kién da. Dé tim tiéu
chudn don gian va hiéu qua nhan biét hai do thi ddng cAu hién nay van con 14 mét

bai todn md cta ly thuyét do thi.

Vi du 3.3. Hai don d6 thi vo huéng sau 1a dang ciu véi song anh:

f(UZ) = Uy, Vi = 1,2,3,4

V1 Vi (25 (5] e

V3 Vy Uy

3.1.3. Biéu dién d6 thi bang ma tran

Ngudi ta thuong ding ma tran dé dua théng tin ctia d6 thi vao méy tinh. Bang
cach nay c6 thé dam bio xdy dung lai duge dd thi (dang cAu v6i do thi ban dau)

bang ma tran d6. C6 ba cach diing ma tran dé biéu dién do thi.

3.1.3.1. Biéu dién bang ma tran ké

Cho d6 thi G = (V, E) v6i V = {v1,ve,...,v,}. Ma trgn ke (adjacency matrix)
ctia G 1a ma tran vuong A = (a;j)nxn € M(n,Z) trong dé a;; 1a s6 canh hoic cung
noi tit dinh v; dén dinh v;.

Ro rang néu do thi 1a vo huéng thi ma tran ké tuong ting 1a ma tran déi xing.
Dic biét néu do thi 1a don do thi thi ma trdn ké tuong ting 14 mot ma tran (0, 1)
v6i cdc gid tri 0 nam trén duong chéo chinh.

Uu diém 16n nhat ctia phuong phap biéu dién bang ma tran ke 1a dé tra 19i cau
hoi “hai dinh u va v c6 ké nhau trén do thi hay khong, ching ta chi thuc hién mot
phép so sanh”. Tuy nhién nhuoc diém 16n nhat ciia phuong phap nay 1a “khong
phu thudc vao s6 canh ctia do thi, ching ta phai stt dung n? don vi bo nhé dé luu

trit ma tran ké ctia no”.

Vi du 3.4. (1) Xét d6 thi vo huéng G sau:
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Vi

Khi d6 ma trén ké cta G 1a

O = = O
—_ = = O

(2) Xét do thi c¢6 huéng G nhu sau:

Khi dé ma trén ké tuong tmg la:

o = O O
S = O =
S O NN O
— = = O

3.1.3.2. Biéu dién bang ma tran trong sb

Xét do thi ¢ trong s6 G = (V, E,c) v6i V = {v1,v9,...,v,}. Ma tran trong sé cia
G 1a ma tran vuong C = (aij)nxn € M(n,Z) trong do:
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c(vi,v;) mnéu (v;,v;) €F
aij =
0 ngugce lai

trong dé gid tri 6 € {0, 400, —oo} tly ting trudng hop cu the.

Vi du 3.5. Xét do6 thi c6 hudng cé trong s6 G = (V, E, ¢) nhu sau:

Wi 1 Va
s

Khi d6 ma trén trong s6 ctia G 1a:

1 oo 3
0 oo o©
oo 0 oo
oo 2 0

g 8 8 =

§ day ta cho a; = 0 va a;; = oo néu (v;,v;) € F.
Uu nhuge diém ctia biéu dién nay hoan toan tuong tu nhu biéu dién bang ma tran
ké.

3.1.3.3. Biéu dién bang ma tran lién thuéc

Cho d6 thi vo huéng G = (V,E) v6i V = {v1,v2, ..., 0.} va E = {eq,e2,...,en}.
Khi d6 ma trin lién thudc (incidence matrix) ctia G la ma tran I = (aij)nxm €
M(n x m,Z)

1 néu canh e;lién thudc voi dinh v;
CLij =
0 ngudc lai.

Vi du 3.6. Xét do thi vo huéng G sau:
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Khi d6 ma tran lién thudc cua G la

110000
001101
I=|loo0o00 11
101000
010110)

3.1.4. Mot s6 d6 thi tiéu biéu

Vi du 3.7 (D6 thi lan to trong sinh théi hoc). D6 thi vo huéng dude sit dung
trong nhiéu mo hinh ¢6 tinh dén su tuong téc ciia cdc loai vat. Chiang han su canh
tranh clia céc loai trong mot hé sinh thai c6 thé md hinh héa bang do thi lan to,
dé 14 mot dd thi vo huéng trong d6 mdi loai dude biéu dién bang mot dinh, mot
canh vo huéng ndi hai dinh néu hai loai duge biéu dién bang céc dinh nay 1a canh

tranh v4i nhau.

Vi du 3.8 (D6 thi 4nh hudng). Khi nghién citu tinh cdch cia mot nhém nguoi,
ching ta nhan thiy moét sd ngudi c6 thé ¢6 anh hudng lén suy nghi ctia nhing
ngudi khac. Do d6 mo hinh bai todn nay c¢é thé ding do thi dnh hudng, d6 1a mot
dd thi c6 huéng trong d6 mdi ngudi ciia nhém dude bicu dién bang moét dinh va
khi mét ngudi dude biéu dién bang dinh a ¢6 &nh hudng 1én ngusi duge biéu dién
bang dinh b thi ¢c6 moét cung ndi tit dinh a dén dinh b.

3.2. Cac yéu tb co ban cua do thi

3.2.1. D6 thi con, d6 thi bu, d6 thi dbi xirng

Cho do6 thi G = (V, E). Do thi G’ = (V', E') dudc goi 1a do thi con (subgraph) ciia
Gnéu V' CV va E CE.C6hailoai do thi con quan trong thuong dudc nghién

cttu, mot 14 do thi con bao trim béi mot tdp con céc canh cho trude va hai 1a do
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thi con cdm sinh bdi mot tdp con cac dinh cho true. Cac do thi con nay dugc
dinh nghia mot cdch hinh thitc nhu sau.

Xét tdp con cac canh E' C E, tdp con cdc dinh V' C V' va cdc tuong tng
Vi = {v € V : v 1a mdt diém dau mit ctia mot canh nao dé trong E'},

By ={(u,v) € E:u,v e V'}.

Khi dé, do thi Hy; = (Vgr, E') dudce goi 1a do thi con bao trum (spanning subgraph)
bdi E' va do thi Hy = (V', Ey) dudc goi 1a do thi con cam sinh (induced subgraph)
bdi V'. DO thi con cam sinh bdi V’/ clia G con duge ky hiéu 1a G [V']. Nhu vy,
G[V'] = (V',Ey/). Trudng hop dic biét khi Ve = V thi do thi con bao trum
Hy = (Vg/,E') con c6 thé duge hiéu 13 giit nguyén s6 dinh va bé di mot sé canh
ciia do thi G. R6 rang, do thi con cdm sinh 14 do thi con bao trim, tuy nhién

ngudc lai khong ding.
Vi du 3.9. Sau day 1a do thi vo huéng G cung véi cac loai do thi con clia né:

A5l Vs V1 Vs

Vy
G G’
A1
Vs
®
Vy 1'5
H,

R6 rang, G’ la do thi con cia G, H; 1a do thi con bao trum bdi tdp canh
{(v1,v3), (v1,v4), (v3,04), (v4,v5)} va Hy 1a d6 thi con cdm sinh béi tap dinh {vy, vs,

vy, v5}. Vidu 3.9 cling cho thay khong phai moi do thi con 14 d6 thi con cdm sinh.
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Do thi bu' (complement graph) ctia do thi vo huéng G = (V, E) 14 mot do thi vo
huéng H cé cung tadp dinh v6i G va sao cho hai dinh phéan biét bat ky cia H ke
nhau khi va chi khi chiing khéng ké nhau trong G.

Vi du 3.10. D6 thi H sau la do thi bu ctia do thi G:

15 1V V1 L]
™ ™
. .
Vi Vy V3 Vy
G H

Do thi G = (V, E) duge goi 1a do thi doi ziing néu
Vu,v € Vi (u,v) € E < (v,u) € E.

Nhu vay, do thi vo huéng 1a do thi déi xing.

3.2.2. Bac chia do thi

S6 canh lién thuoc véi dinh v trong do thi vo huéng G = (V, E) dudc goi 1a bdc
(degree) ctia dinh v va ky hiéu deg(v). N6i mdt cadch khéc

deg(v) = [F(v)].

Trudng hop khuyén tai mot dinh dugde tinh thém hai lan cho béc ctia dinh dé. Dinh
v goi 1a dinh treo néu deg(v) = 1, va goi 1a dinh c6 lgp néu deg(v) = 0. Canh c6
mot dinh 14 treo duge goi 14 canh treo. Bac 16n nhat (tuong ting nhé nhat) clia céc
dinh trong G dudc goi 1a bdc cuc dai (twong tng cuc tiéu) cia G va ky hitu A(G)
(tuong tng §(G)).

Trong don do thi vo huéng, 16 rang deg(v) < |[V| — 1 v6i moi v € V.

Vi du 3.11. Xét do thi vo huéng G nhu sau:

M6t s6 tai lieu con goi 14 do thi nghich ddo (inverse graph).
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A5 Vs

Q

V3 Vi

Ta ¢6 deg(v1) = 1,deg(vy) = 0,deg(vs) = 3,deg(vy) = 2. Suy ra A(G) = 3,
0(G) =0, vy 1a dinh treo va vy la dinh co lap.

Béc ctia dinh ¢6 mot so tinh chat co ban sau.

Ménh dé 3.1 (Ménh dé bat tay). Cho do thi vo6 hudng G = (V, E). Khi dé

> deg(v) =2|E|

veV
Chiing minh. RS rang, mdi canh e = (u,v) € E dugc tinh mot 1an trong deg(u) va
mot 1an trong deg(v). Nhu vy, tong tat ci cdc bac clia cdc dinh phai bang hai 1an

s6 canh. O
Heé qua 3.1. 56 dinh bic Ié clia mot do thi vé6 hudng ludn la mot s6 chan.

Chitng minh. Goi V; va Vs tuong ting 1a tap céc dinh bac chan va tip céc dinh bac
1é clia do thi vo huéng G = (V, E). Khi d6, theo Ménh deé 3.1:

Z deg(v) + Z deg(v) = 2|E].
veWr veEVR
Trong cong thic trén ta thiy vé phai la mot sé chan va tong thtt nhat ciing
13 mot s6 chan nén tong thit hai 1a mdt s6 chan. Vi deg(v) 1a 1é véi moi v € V5 nén

V2| phéi 14 mot s6 chan. .
Ménh dé 3.2. Trong mot don do thi vo hudng, luon ton tai hai dinh cé ciing bic.

Chiing minh. Xét don dd thi vo huéng G = (V, E) véi |[V| = n. Ro rang, phat biéu
trén c6 thé chuyén vé bai todn “trong mét phong hop ¢6 n ngusi bao git cling tim
dugdc hai ngudi ¢6 s6 ngudi quen trong sd nhitng ngudi du hop 1a bang nhau”. Nhu
vay, tinh ding cta bai toan nay da dugc chimg minh trong Vi du 2.12. ]
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Déi v6i do thi c6 hudng, chiing ta ciing c¢6 nhiing khai niém tuong tu. Bdc ra (tuong
ting bdc vao) clia dinh v trong do thi c6 huéng G = (V, E), ky hiéu deg™ (v) (tuong
tmg deg™(v)), 14 86 cung ctia G di ra khéi v (tuong tmg di vao v).

Theo quan diém anh xa ké ta co:
deg™(v) = [{w € V : (v,w) € E}| = |F(v)|

deg~(v) =|{ueV:(u,v) e E}|={ueV:ve F(u)}.

Dinh v goi 1 dinh treo néu deg™ (v) = 0 va deg~ (v) = 1. Trudng hop, néu deg™(v) =
deg~(v) = 0, thi v dugc goi 1a dinh cé lgp. Cung c6 dinh treo dugce goi la cung treo.

Vi du 3.12. Xét do thi c6 huéng G nhu sau:

1 V2

Q

Vi Yy

Tacé deg™ (v1) = 0,deg™ (v1) = 1,deg™ (v2) = 0,deg™ (v2) = 0,deg™ (v3) = 1,deg™ (v3) =
2,deg™(vy) = 2,deg™(vy) = 0. Nén vy la dinh ¢6 14p, v1 1a dinh treo va (vy,v1) la
cung treo.

Ménh d& 3.3. Cho do thi ¢6 hudng G = (V, E). Khi dé

S degt(v) = 3 deg™(v) = ||

veV veV
Chaing minh. Do mdi cung dude tinh bac mot lan cho dinh dau va mot lan cho
dinh cudi, nén ta cé ngay diéu can chtmg minh. ]
3.2.3. Dudng di, chu trinh va lién thong

DPuong di (path) do dai n (n € Zg§) ti dinh v dén dinh v trong do thi G =

(V, E) la mot day n canh hay cung ey, es, ..., e, cia G sao cho e; = (u,v;),ey =
(v1,v9), ..., ey, = (Up_1,v) hodc mot day n+1 dinh vy, vq, . .., v, sao cho u = vy, v =
Up VA (v, 041) € Ev6ii=0,1,...,n— 1.
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V1 (5] Vi
L

€1

U=

Hinh 3.1: Dudng di trong do thi vo hudng

Truong hop néu dudng di bat dau va két thic tai cing moét dinh thi duong di d6
dugc goi 1a chu trinh (cycle). Dudng di hay chu trinh dudc goi 1a don néu né khong
chita cting mot canh hay cung qua mot lan. Mot dudng di (tuong tmg chu trinh)
khong di qua dinh ndo qué mot lan (trir dinh dau va dinh cudi ctia chu trinh 13
tring nhau) duge goi 1a dudng di (tuong ting chu trinh) so cap. Mot chu trinh di
qua moi canh hay cung cua G dugc goi la mét hanh trinh trong G. RO rang, mot
duong di (tuong tng chu trinh) so cap 1a duong di (tuong tmg chu trinh) don. Tuy
nhién, ngugc lai khong dung.

Hai dudng di (tuong ting chu trinh) dudc goi 1a r¢i nhau néu ching khong cé
canh hay cung chung. Pé dé hinh dung ngudi ta thuong goi chu trinh c¢é do dai
3,4,5,...,n trong do thi vo huéng la chu trinh tam gidc, t@ gidc, ngi gidc, ...,
n-gidc. Luu ¥, mot s6 tac gid con goi mot dudng di trong do thi vo huéng 1a mot

zich hay ddy chuyén, vd mot chu trinh trong do thi c6 huéng 1a mdt vong.

Vi du 3.13. Xét do thi vo huéng G nhu sau:

V1 1V,
[
@
Vi Yy

Ta cb v1,v3, V4, U2, U3 1a mot duong di don nhung khong so cap do dai 4; vi, vs, va, v
12 mot duong di so cap va do dé 1a dudng di don cé dd dai 3. vy, vy, v3, vo khong
phai 1a duong di vi (v1,vs4) khong phéi 1a mot canh; vy, vs, vy, ve,v1 1a mdt chu
trinh so cap va do dé 1a chu trinh don. v1,v3, V4, V2, v, v1 1& mot chu trinh khong

don va do dé ciing khéng phai chu trinh s cap.
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Xét do6 thi vo huéng G = (V, E). Hai dinh ctia G duge goi 1a lién thong, néu trong
G c6 mot duong di néi ching véi nhau. Trusng hgp, néu moi cap dinh cia G 1a
lién thong, thi G dude goi 1a do thi vé hudng lién thong.

Lién thong 1a mot khai niém quan trong trong ly thuyét do thi. R6 rang tit dinh
nghia dé dang kiém tra dugc quan hé lién thong gitta cdc dinh 14 mot quan hé
tuong duong trén tap cac dinh. Quan hé tuong duong nay chia tdp dinh cta G
thanh cac 16p tuong duong thoa hai tinh chat sau:

(1) Cac dinh thudc cuing mot 16p thi lién thong véi nhau

(2) Cac dinh khong thude cung mot 16p thi khong lién thong véi nhau.

Céc 16p dinh tuong duong nay dudc goi 1a cac thanh phan lién thong (connected
component) clia G. Ky hiéu w(G) 1 s6 thanh phan lién thong cia G.

Dé thiy, G lién théng khi va chi khi w(G) = 1. Ngoai ra, néu G c6 n dinh c6 1ap
thi w(G) = n.

Vi du 3.14. Do thi vo6 huéng G sau c6 2 thanh phan lién thong:

Dinh v trong dd thi G duge goi 1a diém khdp (articulation point) hay dinh cdt (cut
vertex, dinh ré nhdnh ) néu loai bo né ciing véi cac canh lién thuoce véi n6 khoi G
thi ta nhin dudc do thi con mdi cé nhiéu thanh phan lién thong hon G. Canh e
ctia G dugc goi 1 cdu (bridge) hay canh cdt (cut edge) néu loai bé n6 khoi G sé
lam tang s6 thanh phan lién thong cta G.

Tt dinh nghia c6 thé thay cac dinh c6 1ap khong phai 1a diém khép, mot do thi co
thé khong c¢6 diém khép nao, va sé dinh khong phai diém khép trong mot dd thi
khong lién thong bang tong sd dinh khéong phai diém khép trong cac thanh phan
lién thong clia né. Ngoai ra, mot do thi bat ky c6 n > 2 dinh thi luén cé it nhat 2
dinh khong phai diém khop.

Vi du 3.15. Xét do thi vo huéng G nhu sau:
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1 s

®
[ L
Vi Vy Vs

Do thi G ¢6 cac diem khdp 1a v3, vy va cde cau 1a (vy,v3), (v3, vy).

Khai niém lién théng trong do thi vo huéng cé mot sd tinh chat co ban sau.

Ménh dé 3.4. Néu G la mot do thi vé hudng lién thong, thi gida moi cdp dinh
phan biét cia G luén cé moét duong di so cap.

Chatng minh. Gia st v va v 1a hai dinh phan biét ctia do thi vo huéng lién thong
G. Vi G lién thong nén cé it nhat mot duong di gitta u va v. Goi vy, v1, . . . , Uy, VOi
vy = u va v, = v, 1a day cdc dinh ctia duong di ¢6 d6 dai ngan nhat ndi v va v. Day
chinh 1a duong di so cap can tim. That vay gia st né khong phai 1a duong di so cap.
Suy ra, ton tai hai dinh v; va v; sao cho v; = v; v6i 0 < i < j < n. Diéu nay c6 nghia
gitta hai dinh u va v ¢6 dudng di ngan hon qua cac dinh vy, v1, . .., vi_1, Vj, ..., Up,
dudng di ngan hon nay nhan duge bang cich xéa di cdc canh tuong tng v6i day

cac dinh v;, ..., v;_1. Mau thuan. O]

Ménh dé 3.5. Néu don do thi vé hudng G ¢é n > 2 dinh sao cho tong bic cia
hai dinh tuy o khong nhé hon n thi G la do thi lién théng.

Chimg minh. Gid st G = (V, E) 14 mot don do thi vo huéng c6 n dinh (n > 2)
thod man yéu cau clia bai toan. Ching minh phan chimg, gid st G khong lién
thong, tiic 14 ton tai hai dinh « va v sao cho khong c¢é dudng di néi u va v. Suy
ra trong G ton tai hai thanh phan lién théng G va G4 sao cho G ¢6 ny dinh va
chtta u, Gy chita c6 noy dinh va chtta v. Hon ntta nq + ny < n. Khi dé

deg(u) + deg(v) < (1 — 1) + (nz — 1)
<ng+ng—2
<n-—2

<n.

biéu nay mau thuan véi gia thiét. O
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Hé qua 3.2. Néu don do thi vo hudng G cé n > 2 dinh sao cho bac clia méi dinh
khong nhé hon n/2 thi G la do thi lién thong.

Vi du 3.16. Xét don do thi vo huéng G c¢6 4 dinh nhu sau:

1 Va
[ L
V3 Vy

RG rang, G 1a lién thong theo Ménh dé 3.5 hoac Heé qua 3.2.

Ménh dé 3.6. Néu do thi vé hudng cé ding hai dinh bic 1é thi hai dinh ndy phdi

lién thong.

Chiing minh. Giad stt G = (V, E) 1a do thi vo6 hudéng cé ding hai dinh bac 1é u va v
sao cho ching khong lién thong v6i nhau. Suy ra G cé hai thanh phan lién thong
(GG1 va G5 sao cho GGy chita u va G5 chtta v. RO rang, bac ctia dinh v trong G cing
chinh 14 béc clia u trong G, nén trong G dinh u van c6 bac 1é va G ¢6 duy nhat
mot dinh béc 18. Diéu nay mau thuan véi tinh chat sé dinh bac 16 ctia mot do thi

luon 1a chan. VAy hai dinh « va v phai lién thong. O

Vi du 3.17. Xét do thi vo huéng G nhu sau:

V1 1V,
[ L L ]
Vi Vy Vs

Ta c6 hai dinh v; va vy 13 lién thong véi nhau theo Ménh dé 3.6.

Két qua sau la mot dieu kién can va di dé mot dinh trong mot dd thi vo hudng

lién thong 1a diém khdp.
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Ménh dé 3.7. Gid sit G = (V, E) la mot do thi vo hudng lién thong. Khi dé mot
dinh cia G la diém khdp khi va chi khi trong G ton tai hai dinh w vd v sao cho

moi duong di noi u va v déeu phdi di qua dinh ndy.

Chiing minh. (=) Gia sit dinh z 13 mot diém khép trong G. Khi d6, dd thi con H
ctia G nhan dude bang cich xo4d = va céc canh lién thudc véi  1a khong lién thong.
Gia st H, va Hy 13 hai trong s6 cadc thanh phan lién thong ctia H. Lay u 1a dinh
trong H; va v 1a dinh trong Hs. Do u va v thudc hai thanh phan lién thong khac
nhau nén trong H céc dinh u va v khong lién thong. Nhung trong G céc dinh u va
v lai lién théng, do dé suy ra moi dudng di néi v va v déu phai di qua dinh z.

(<) Gia stt trong G ¢6 hai dinh u va v sao cho moi dudng di ndi hai dinh u va v
déu di qua dinh z. Suy ra, néu bé dinh x va cac canh lién thuoc v6i x thi do thi
con H nhan dugc tit G chita hai dinh u, v va hai dinh u, v nay la khong lién thong.
Do d6, H 1a do thi khéng lién thong. Theo dinh nghia diéu nay c6 nghia dinh z 1a
mot diém khdp ctia G. [

Xét @6 thi G ¢ Vi du 3.15 trén, ta cé vy 1a mot diém khép ctia G theo Ménh dé
3.7. That vAy, chang han ton tai hai dinh v va v3 sao cho moi dudng di ndi v1 va
v3 déu qua dinh vy (c6 diing hai dudng di nhu thé 1a vy, ve, v3 VA v1, v, vy, v3).

S6 dinh, s6 canh va sé thanh phan lién thong trong mdt do thi vo huéng cé mdi

quan hé sau day.

Dinh ly 3.8. Cho G la mét don do thi vo hudng cé n dinh, m canh va w(G) = k.
Khi do

n—k)(n—Fk+1)

n—k<m<
2

Chitng minh. Dau tién ching ta ching minh bat ding thic m > n — k bang quy
nap theo s canh m. That viy khi s6 canh m = 0 thi £ = n, va do d6 ro rang bat
ddng thitc ludn ding. Gia sit bat déng thic ding dén m = i — 1 canh, v6i i > 2.
Goi G 1a d6 thi con bao trim ciia G ¢é s6 canh it nhat 4; sao cho né van cé k
thanh phan lién thong. Nhu vAy, lic nay viéc loai bé bat ky canh nao trong Gy
ciing lam tang s6 thanh phan lién thong ctia Gp 1én 1 va khi d6 do thi thu dugc
sé ¢c6 n dinh, k£ + 1 thanh phan lién thong va i; — 1 canh. Theo gia thiét quy nap,
tacé iy —1>n— (k+1) hay iy > n — k. Suy ra i > n — k, ttic 1a bat ding thic
dang v6i m = i.

Bay gid, ta chiing minh bat ding thitc con lai ctia dinh 1y. That vy bd sung canh
vao G dé nhan dugc dd thi Gy ¢6 iy canh k thanh phan lién thong trong dé moi
thanh phan lién thong 1a nhitng d6 thi ma hai dinh bat ki nao ciing ké nhau (do
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thi nhu thé nay con dude goi 1a do thi day di). Khi d6, m < iy, va do d6 chi can
chimg minh duge bat ding thic sau 13 xong

(n—k)n—k+1)
5 :

g <
Goi H; va H, 1 hai thanh phan lién thong ctia Gy v6i nq va ny dinh sao cho
ny>ng >1 (31)

Néu ta thay H; va Hs bang céc do thi day da tuong tmg ¢6 nq + 1 va ny — 1 dinh
thi tong sd dinh khéng thay ddi nhung s6 canh tang thém mot lugng la:

5 5 — =n; —ng + 1.

2 2

(ny+Dny ni(ng — 1)] B [’flg(ﬂg —1) (ng—1)(ne —2)

Lap lai th tuc nay cho khi nao c6 hai thanh phan lién thong thoa diéu kién (3.1).
Vi vy 4o 12 16n nhat (n, k 14 ¢d dinh) khi do thi gom k — 1 dinh ¢6 1ap vA mot do
thi day dt gém n — k + 1 dinh. Tt day, suy ra bat ding thic can ching minh. O

Hé qua 3.3. Néu don do thi vé6 hudng G cé n dinh va m canh sao cho

(n—2)(n—-1)
2

m >
tht G la lién thong.
Chiing minh. Theo Dinh 1y 3.8 ta c6

(n—Fk)(n—Fk+1)
2

m <

v6i w(G) = k. Tt bat dang thic nay va gia thiét ta thu duge:

(n—2)(n—1) (n—Fk)(n—Fk+1)
<m < .
2 2
Bat dang thitc trén chi x4y ra khi k = 1. Ttc 14 G lién thong. O

D6i v6i do thi c6 huéng thi khai niém lién théng phu thudc vao viée ta ¢ xét dén

huéng trén cdc cung hay khong. Do thi c6 huéng G dudce goi 1a lién thong manh
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néu gifta hai dinh bat ky ctia G ludn ton tai mét dusng di. Trudng hop, néu do thi
v huéng ctia do thi ¢6 huéng G 1a lién thong thi G dude goi 1a lién thong yéu.
R6 rang, néu do thi 1a lién thong manh thi ciing 1a lién thong yéu, tuy nhién diéu

ngudc lai khong dung.

Vi du 3.18. Xét hai do thi c6 huéng G va H sau:

A5 Va Vs 1 Va Vs
L s 4 s [ s 4 .
A A ry

v L L4
L & L ] [ o -+ L
Vy Vs Vg Vy Vs Vg
G H

Ta c6 G 1a do thi lién thong manh va H 1a do thi lién thong yéu.

3.2.4. Bai toan tim dudng di ngan nhat
3.2.4.1. Phat biéu bai toan

Xét do thi c6 hudng, c6 trong sé6 khong am G = (V, E,c) véi n dinh. Hay tim
duong di c6 trong s6 nhé nhat tir dinh xuat phat s € V dén dinh dich (cudi) t € V.
Puong di c6 trong sé nhé nhat nhu trén con duge goi 1a duong di ngdn nhat. Bai
toan tim dudng di ngan nhat nay thudc mot trong nhitng bai todn t6i uu quan
trong ctia 1y thuyét do thi, né thuong ducc ap dung dé giai quyét rat nhicu bai
toan trong thuc té nhu diéu khién t6i wu, giao thong van tai, mang vién thong, ..
Cé6 nhiéu thudt todn gidi quyét bai todn nay nhu Thuat toin Dijkstra, Thuat toan
Ford-Bellman, ... Duéi day ching ta sé trinh bay mot s6 thudt todn nhu vy.

3.2.4.2. Thuat toan Dijkstra?

DPuong di ngin nhat c6 mot tinh chat co ban sau, tinh chat nay ham chita mot noi

dung rat sdu sic va ngudi ta thudng goi né la nguyén 1y t6i uu.

Nguyén ly tb6i wu: Moi duong di con cia dudng di ngdn nhat cing la duong di

ngan nhat.

2Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002): nha khoa hoc mdy tinh Ha Lan. Ong nhén gidi thuéng Turing nim 1972.
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Ky hiéu d(s,v) 1a khodng cach tit dinh s dén dinh v. Vi d6 thi G cé céc cung véi
trong s6 khéng am, nén duong di ngdn nhét tit dinh s dén dinh ¢ luén c6 thé tim
duge mot cach dé dang néu biét duge khoang céch tit s dén ¢ (s # t) nhu sau: luon
ton tai mot dinh v dimg ngay trude dinh t trong dudng di ngdn nhét tit s dén ¢

sao cho
d(s,t) =d(s,v)+ c(v,t).

Tuong tu, c6 thé tim duge mot dinh v thoéa tinh chdt nhu trén sao cho
d(s,v) =d(s,u) + c(u,v).

Béi V hitu han va céc trong sd clia cung 1a khong 4m nén ro rang phai ton tai mot
day httu han cac dinh khong c¢6 chita dinh lap lai t, v, u, ..., s. Day cac dinh ngugc
lai s, ..., u,v,t chinh 13 dudng di ngan nhat ti s dén ¢.
Nhu vay dé tim dudng di ngin nhét tit dinh s dén dinh ¢, ching ta can phai tim
duong di ngan nhat tit s dén tat ca céc dinh con lai ctia G Trén co s6 nay nam
1959 nha todn hoc Ha Lan E. Dijkstra da dé xudt mot thuit todn tim dudng di
ngan nhat tit dinh bit dau s dén cdc dinh con lai ctia dd thi dua trén phuong
phdp tham lam. Thuit todn nay thudng duoe goi 1a Thudt todn Dijkstra. Y tudng
ctia thudt todn nay dudc trinh bay ngay sau. Dé don gian ¢ day ching ta ky hiéu
d(s,v) lai bang d(v).
« Dau tién tinh khodng cdch d(v) cho mdi dinh v € V. Khoang céch d(v) liic
nay cho biét cin trén cia d6 dai dudng di ngdn nhat tit s dén v, va goi 1a

nhan tam thoi ctia v:

0 néuv = s
d(v) =  c(s,v) néu(s,v) € E

00 néu (s,v) ¢ £

Sau d6, xac dinh tap cdc dinh c¢6 nhan tam thoi 7=V \ {s}.
« Tiép theo tai moi bude lap, ta xac dinh nhdn chinh thic va sia lai nhan doéi
v6i cac nhan tam thoi trong T néu T # 0:
(1) X4c dinh nhan chinh thttc (hay con goi ¢6 dinh nhan):
- Tim mét dinh v € T sao cho d(u) = min{d(z)|z € T'}.
- Cho u thanh nhan chinh thite: T =T\ {u}.

3Luu ¥ ring hién nay van chua thiy c6 thuat toidn nao tim dudng di ng&n nhét giita hai dinh hiéu qua hon thut
toan tim dudng di ngdn nhat tit mét dinh dén tit cd cic dinh con lai.
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(2) Stta lai nhan: véi mdi v € T, néu d(v) > d(u) + c(u,v) thi dit d(v) = d(u) +
c(u,v).

Nhu vy, c6 thé thdy cdc nhan tam thoi sé bién ddi theo mdi bude 18p sita lai nhan.
O mdi budc lip 8 c6 mot nhan tam thdi trd thanh nhan chinh thite. Khi nhan cta
moi dinh nao dé trd thanh nhan chinh thic thi né sé khong phai can trén nita,
ma chinh 1& d6 dai ctia duong di ngan nhat tit dinh s dén né. Trong lude dd tinh
toan stta lai nhan & trén, ching ta chua dé cap dén tht tu chon cic dinh u va v
dé kiém tra. C6 thé nhan thay thi tu chon nay cé anh hudng rat 16n dén hiéu qua

cua thuat toan.

Thuit toan 3.1 (Thudt toan Dijkstra)

Vao: Do thi c6 huéng c6 trong sb khong am G = (V, E, ¢) va dinh xuét phat s € V.
Ra:

o d[v]

o Truoc[v]: ghi nhan dinh di truéc v trong dudng di ngan nhat tit s dén v.

Phuong phap:
Buéc 1. (Khdi tao Gan nhan tam thoi cho tat ca céc dinh trong V:
for each (v €

0 néuv = s
c[s,v] néu(s,v) € E;
00 néu (s v) )
Truoc [v] =
T VA {s};

Budc 2. (Lap)
while (T # 0){
Tim dinh u € T sao cho d[u] = min{d[z]|z € T'};
T =T\ {u};
for each(v € T')
if(d[v] > d[u] + cu, v]){
d[v] = d[u] + c[u, v];
Truoclv] = u;

}

Phép todn co ban ctia Thuat toan Dijkstra 1a phép so sanh. Goi T'(n) 1a s6 phép
so sanh can thuc hién ctia Thuét toan Dijkstra. C6 thé thady Thuat toan Dijkstra
c6 do phiic tap 1a O(n?).

Vi du 3.19. Xét do thi c6 huéng, c6 trong sé6 G gom 6 dinh nhu sau:

32



Hoic tuong duong ma tran cé trong so:

g 88 8 8 <=
g 8 =8 o ml=
g 8 == 8 =0
g 8 o= 8 wla
g o w @ = g|o
© =8 8 w =

~ O Q0o o

Thuét toan Dijkstra tim duong di ngin nhat tit dinh 1 dén céc dinh con lai qua
bang sau v6i quy ude: trong mdi 6 ctia bang s6 dau tién 14 d[v], sb tiép theo 1a
Truoclv] v cudi ciing 1a ddu “*’ chi dinh duge chon lam nhan chinh thitc (ttc 1a

nhan ciia né khéng bién ddi & céc bude lip tiép theo).

a b c d e f
Buéc KT |0,a| 4,a |1,a™| 3,a | 0co,a | o0, a
Buéce 1 - 4, a - 2,¢c*] o0o,a | 00, a
Budéc 2 - 13,d* - - 5,d | o0, a
Budéc 3 - - - - 4. b*| 6,0
Budéc 4 - - - - - 5 e*

Luu 5 3.1. (1) Néu chi can tim dudng di ngan nhat tir dinh s dén mét dinh ¢ nao
dé thi trong Thuét toan Dijkstra ching ta c¢é thé két thic thudt toan ngay khi
dinh ¢ tré thanh dinh c6 nhan chinh thec.

(2) Truong hop néu do thi G 1a v6 hudng, c6 trong sé6 khong Am thi bai todn tim
duong di ngan nhat trén G c6 thé dan vé bai toan trén do thi cé hudng bang cich
thay mdi canh ctia G bdi hai cung c¢6 huéng ngude chiéu nhau véi ciing mot trong

s6 1a trong s6 clia canh tuong tng.
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3.3. M6t s6 thuat toan tim kiém trén d6 thi va ('ng dung

R4t nhiéu thudt todn trén do thi dudc xiy dung dua trén co sé duyét qua tat ca
céc dinh ctia do thi sao cho méi dinh ciia né duge viéng tham ding mot lan. Vi
vay viéc xay dung cic thuét todn cho phép duyét mot cach cé hé thong tat ca cac
dinh ctia do thi 1a mot van dé quan trong. Nhitng thuét toan nhu vay thuong duge
goi 14 thuat toan duyét (hay tim kiém) trén do thi. Cc thuit todn nay déng mot
vai tro quan trong trong viéc thiét ké cac thuat todn trén do thi. Muc nay sé trinh
bay hai thudt todn nhu viy: thuat toan tim kiém theo chiéu sau va thuét toan tim
kiém theo chiéu rong.

Trong muc ndy ching ta xét do thi vo huéng G = (V, E) v6i n dinh va m canh.

3.3.1. Tim kiém theo chiéu sau

Tim kiém theo chi¢u sdu (Depth-first search - DFS) hay con hiéu la tim kiém wu
tién chieu sdu. Pay 1a mot thudt toan tim kiém hay duyét trén mot do thi. Thuét
toan khdi dau tai mot dinh nao d6 (coi nhu dinh gbe) va phét trién xa nhat c6 thé

theo moi nhanh.

Thuat toan 3.2 Thuadt todn DFS

Vao: do thi vé huéng G = (V, E) véi n dinh va m canh.

Ra: day cac dinh ctia G theo tht tu dugc xét.

Phuong phap:

Budc 1. (Khdi tao) Xuat phat tit mot dinh tiy ¥ s € V. Danh dau s da xét va
xem no la dinh hién hanh v.

Budc 2. (Lap:tim dinh ké) Tim dinh u bat ky ké véi v. Xay ra cac trudng hop
sau:

o Néu dinh v chua xét thi ta xét dinh nay va xem né 1a dinh hién hanh méi v.
Lap lai buéc nay.

« Con néu khéng c6 dinh v nao ké véi v 1a chua xét thi ta néi dinh v da duyét
xong, va quay tré lai dinh truéc dé6 ma ta den duge dinh hién hanh v. Khi
quay trd lai neu v = s thi ket thic tim kiém, con khong lap lai buée nay.

C6 thé thdy Thuat toan DFS phai xét qua tat ca cic canh va cc dinh ciia G (Bude
2), do d6 do phtic tap ctia Thudt toan DFS la O(n + m).

RO rang trong Thuat todn DFS cac dinh dugce xét cang mudn thi cang sém trd
thanh dinh da duyét xong. Piéu nay 1a hé qua tat yéu cia viée cdc dinh duge xét
sé duge dua vao trong ngan xép (Stack).

Thuét toan DFS trén c6 thé duoc cai dit nhu sau:
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—

—

) foreach(v eV
) Chuazetv]=
) foreach(v eV
)
)

[\

)
0;
)

ot W

if (Chuazxet[v]==0)
6 DFS(v);

}

Véi tha tuc DFS(v) la:

DFS(v)

) Thamdinh(v);

) Chuazxet|v] = 1;

3) foreach(u € Ke(v))
) if (Chuazet[u] == 0)
) DFS(u);

—

Trong d6 mang Chuazet[v] ddnh dau dinh v, bang 0 néu v chua xét, ngudc lai
bang 1.

Vi du 3.20. Xét do thi vo huéng G gom 6 dinh nhu sau:

V6i dinh xuat phat a, thi diay cdc dinh dudc duyét theo Thuédt todn DFS la
al7b7e7f’d’c7g'

Thuét todn DFS van con ding cho trudng hop G 1a do thi c6 huéng, trong dé bude
tim dinh bat ky v ké v6i dinh hién hanh v duge thay lai bang tim dinh bat ky w
sao cho cung (v,u) € E, ttc 14 v 13 dinh dau va u 14 dinh cudi ciia cung (v,u)

trong G.
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3.3.2. Tim kiém theo chiéu roéng

Tim kiém theo chiéu rong (Breadth-first search - BFS) ciing 14 mot thut toan tim
kiém hay duyét trén do thi. Khac véi tim kiém theo chiéu sau cdc dinh dugc xét
vao trong ngan xép, ¢ day tim kiém theo chiéu rong sé dua cac dinh dugc xét sé
duge dua vao trong hang dgi (Queue). Do dé cac dinh duge xét cang sém thi cang
s6m tré thanh dinh da duyét xong. Khi d6 mot dinh sé tré thanh da duyét xong

ngay sau khi ta xét xong tat ca cac dinh ké (chua duge thim) véi noé.

Thuat toan 3.3 Thudt todn BFS

Vao: do thi vo huéng G = (V, E) véi n dinh va m canh.

Ra: day cac dinh cua G theo thit tu dugce xét.

Phuong phap:

Budc 1. (Khdi tao) Xuat phéat tit mot dinh bat ky v € V. Dua v vao hang doi.
Budc 2. (Ldp: tim dinh ké) Lan lugt 1ay ting dinh ¢ dau hang doi ra xét. Vi mdi
dinh lay ra xét, tim cac dinh ké v6i né nhung chua xét, tat ca dua vao hang ddi.
Lap lai bude nay cho dén khi hang dgi rong. Thuét todn ding, tat ca cic dinh déu
dugce xét.

Tuong tu Thuat toan DFS, ¢ day Thuat todn BFS ciing phai xét qua tat ci céc
canh va céc dinh cia G (Budc 2), do dé d6 phiic tap ctia thudt todn 1la O(n + m).
Thuét toan BFS ciing c¢é thé dugc cai dit nhu sau:

{

—_

foreach(v e V
Chuazet|v]=

)
2)
) foreach(v eV
)
)

w

)
0;
)

(@)

if(Chuazet[v]==0)
6 BFS(v);

}

Véi thu tuc BFS(v) la:
BFS(s)

{

1)  InitQueue(Q);

2)  AddQueue(v, Q);

3) Chuazet[v] = 1;

4)  while(Q! = 0){

5) RemoveQueue(Q, w);
6) Thamdinh(w);
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7) foreach(u € Ke(w))

8) if (Chuazxet[u] == 0){
9) AddQueue(u, Q);
10) Chuazet|u] = 1;

11) }
12) }

}

Trong dé thii tuc InitQueue(Q) khéi tao hang doi @ (bang 0), thii tuc AddQueue(v, Q)
b6 sung dinh v vao hang doi Q va thi tuc RemoveQueue(Q,w) 1y dinh w ra khéi
hang doi Q.

Vi du 3.21. Xét do thi nhu trong Vi du 3.20. V6i dinh xuat phat a thi day céc
dinh duge duyét theo Thuat toan BES 1a a, b, ¢, d, e, f, g.

3.3.3. Bai toan tim duong di

3.3.3.1. Phat biéu bai toan

Xét dd thi vé huéng G = (V, E) va hai dinh bt k s,¢ € V. Hay tim duong di tit

s dén t.

3.3.3.2. Thuat toan

Nhu da trinh bay & trén, cdc thi tuc DFS(s) va BFS(s) sé cho phép tham tat ca
cac dinh thudc cting mot thanh phan lién thong véi dinh s. Vi vy sau khi thuc
hién xong thii tuc, néu Chuaxet[t] = 0 thi diéu d6 ¢ nghia 1a khong c6 duong di
tit s dén ¢, con néu Chuaxet[t] = 1 thi t thudc cting thanh phan lién thong véi s,
hay noéi cach khic ton tai mot duong di tit s dén t. Khi ton tai duong di, dé ghi
nhan dudng di chiing ta ding thém mang Truoc[v] dé ghi nhan dinh di truée dinh
v trong duong di tit s dén v. Khi dé céc thi tuc trén can sita doi lai mot ti trong
cau lénh 7 f nhu sau:
o Thi tuc DFS(v):
if (Chuazxet|u] == 0){
Truoclu] = v;

DFS(u);

}
o Thi tuc BFS(v):
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i f(Chuazet[u] == 0){
AddQueue(u, Q);
Chuazet[u] = 1;
Truoclu] = w;

}
Nhu vy c6 thé thay trong dd thi khong c6 trong sb, dudng di tim dugc theo thudt
toan tim kiém theo chiéu réng chinh la dudng di ngan nhét (theo s6 canh) tit dinh
bat dau s dén dinh dich t¢.

3.4. Mot s6 loai don do thi vo huéng

Muc nay gi6i thitu mot s6 dang don do thi vo huéng dac biét thudng xuat hién

nhiéu trong nhiéu van deé tmg dung thuc té.

3.4.1. Db thi day du

Mot don do thi vo hudng G duge goi 1a day di (Complete) néu hai dinh bat ky
ciia G déu lien ké v6i nhau. Do thi day du c6 n dinh thuong duge ky hiéu 1a K.

Vi du 3.22. Sau day la cic don dd thi diy dtt K7, Ko, K3, Ky va Ks:

ors 4 &

Trong d6i sdng ching ta hay gip cdc do thi day di. Ching han d6 thi bidu dién

quan hé quen biét clia cdc giang vién trong mdt Khoa ctia mot truong Pai hoc 1a
mot do thi day du, vi duong nhién céc gidng vién trong mot Khoa bao gid ciing
quen biét nhau hét. T dinh nghia, ching ta dé dang suy ra ngay dudc tinh chat
co ban sau ctia do thi day du.

N . . n . .
Ménh dé 3.9. Do thi day du K, co <2> canh va moi dinh cia K, deu co bac
n—1.

Nhu vay, do thi day du K, 1a don do thi c¢6 nhiéu canh nhat trong s6 cac don do
thi ¢6 n dinh.
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3.4.2. D6 thi chinh quy

Mot don dd thi vo hudng cé bac ctia moi dinh déu bang k duoc goi 1a do thi k-chinh
quy (Regular) hay do thi chinh quy bac k.
Vi du 3.23. Mot s6 db thi chinh quy:

« Do thi day da K, 1a do thi chinh quy bac n — 1.
e D06 thi chi ¢ cac dinh c6 1ap 1a do thi 0-chinh quy.
« D06 thi Petersen 1a do thi 3-chinh quy:

Hinh 3.2: Do thi Petersen

D6 thi chinh quy c6 mot sb tinh chat co ban sau.

Ménh dé 3.10. Do thi 2-chinh quy bic va lién théng cé ding mét chu trinh.

Ménh dé 3.11. S6 dinh ciia mot do thi chinh quy bac 1é luén la mot sé chdn.

Chitng minh. Vi cac dinh ctia mot do thi chinh quy bac 1é G 1a c6 bac 1é, nén theo

Hé qua 3.1 ching ta suy ra ngay s6 dinh ctia G 14 mét s6 chan. [
2 < . nk

Ménh dé 3.12. S0 canh cia mot do thi k-chinh quy cé n dinh la 5

Chaing minh. Goi m 1a s6 canh ctia do thi chinh bac k ¢6 n dinh. Theo Ménh dé

3.1 suy ra nk = 2m hay m = %°. ]

3.4.3. Do thi vong

Pon do thi vo huéng c6 n > 3 dinh va mot chu trinh duy nhat qua tat ca cic dinh
duge goi 1a do thi vong (chu trinh, cycle graph), ky hiéu C,,. Nhu vy, do thi C,, c6

n canh va mdi dinh déu cé béc 1a 2, ttc C,, 1a do thi déu bac 2.
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Vi du 3.24. Sau day 1a cac do thi vong:

3.4.4. D6 thi banh xe

Don do thi vo huéng bao gom mot do thi vong C,,_; va mot dinh ké véi tat ca céc
dinh cta C,,_1 dugc goi 1a do thi banh ze (wheel graph ) va ky hiéu W,,. Nhu vay,
do thi banh xe W, ¢6 n dinh (n > 4), 2n — 2 canh, mot dinh bac n — 1 va cdc dinh

con lai c6 bac la 3.

Vi du 3.25. Sau day la cac do thi banh xe:

Wq Wj Wﬁ

Ngudi ta chitng minh duge sé chu trinh trong mot do thi banh xe W, 1a n? —3n+ 3.
Cu thé, véin =4,5,6,7,8,9, ... tuong tng c6 7,13,21,31,43, 57, ... chu trinh.

3.4.5. Do thi lap phuong

Pon d6 thi v6 huéng c6 2" dinh, tuong ting véi 2" xau nhi phan do dai n, va hai
dinh ké nhau néu hai xau nhi phan tuong tng véi hai dinh nay chi khic nhau ding
mdt bit dude goi 1a do thi lap phuong (cube graph), ky hiéu Q,,. Nhu vay, méi dinh

ctia do thi lap phuong Q,, c6 bac 1a n va s6 canh ctia Q,, 1a n2" L.

Vi du 3.26. Sau day 1a mot s6 do thi lap phuong:
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3.4.6. D6 thi hai phia

Mot don do thi vo huéng G = (V, E) dugc goi 1 hai phia* (Bipartite) néu tap dinh
V ¢ thé phan hoach thanh hai tdp dinh X va Y sao cho mdi canh ctia G chi ndi
mot dinh nao dé trong X véi mot dinh nao d6 trong Y. Do thi hai phia G thudng
dugc kyla G = (X UY, E).

Vi du 3.27. D6 thi gom 5 dinh sau 1 do thi hai phia:

) ()
OO
Vi X = {v1, v} vaY = {vs, v4,v5}.

Sau day 1a mot tiéu chuan nhan biét mot don d6 thi vo hudng c6 phai 14 do thi
hai phia hay khong.

Meénh dé 3.13. Mot don do thi vo hudng la do thi hai phia khi vd chi khi né khong
chita chu trinh do dai lé.

Vi du 3.28. Xét don do thi G sau:

D6 thi G khong phai 1a do thi hai phia, vi né chita chu trinh do dai 3 1a vy, ve, v3, v1.

DPéi v6i don do thi vo hudng lién thong ching ta c6 thé diing thuit toan don gian

sau dé xac dinh xem né c¢6 phai 1d mot do thi hai phia hay khong.

4Con dugce goi do thi phdn déi hay dé thi ludng phan.
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Thuat toan 3.4 (Nhdn biét do thi hai phia)
Vao: Don do thi vo huéng lién thong G = (V, E).
Ra: Cho biét G c¢6 phai do thi hai phia hay khong.
Phuong phap:
Budc 1. (Khdi tao) Chon mot dinh bat ky v trong G va diat X = {v}.
Budc 2. (Lap)
do{
Tinh Y 1a tdp tat cd cac dinh ke ciia céc dinh trong X;
Tinh Z 1a tap tat ca céc dinh ké ctia cac dinh trong Y;
if(ZNY #0)
Thuat toan ding, két luan G khong phai do thi hai phia;
else
X =XUZ;
} while (X con thay déi)
Két luan G 1a do thi hai phia v6i phan hoach ciia V 1a (X, Y =V \ X).

Vi du 3.29. Xét do thi vo huéng lién thong G sau:

Xuat phat X = {b}.
Tinh Y = {a,c} vAa Z = {a,b,c,d}. Vi ZNY # (), suy ra G khong phai do thi hai
phia.

Vi du 3.30. Xét do thi vo huéng lién thong G nhu sau:

Chon X = {b}.
Tinh Y = {a} va Z = {b, ¢, d}.
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Tinh X = XUZ = {b,c,d}. Suyra Y ={a},Z = {b,¢,d}, va do d6 X = {b, c,d}.
Vi X khong thay doi nén G 13 dd thi hai phia, v6i phan hoach X = {b,¢,d} va
Y = {a}.

Do thi hai phia G = (X UY, E) v6i | X| = m va |Y| = n dugc goi 1A do thi hai phia
day di (Complete bipartite), ky hiéu K, , hay Kx,, néu méi dinh trong X ké
v6i moi dinh trong Y.

Nhu véy, do thi hai phia day di K,,,, ¢c6 m x n canh va cdc dinh ctia X ¢6 béc n,

cac dinh ctia Y ¢6 bac m.

Vi du 3.31. Sau day la céc do thi hai phia day du:

3.5. Ham Grundy

Ham Grundy 1& mot ham todn hoc xay dung trén do thi, do P. M. Grundy dé xuat
thuong ding dé trong 1y thuyét tro choi nham gitp tim ra chién luge gianh phan
thang trong céc tro choi d6i khang véi hai d6i thi biéu dién dugce bang do thi.
3.5.1. Dinh nghia

Cho d6 thi G = (V, E). Anh xa ¢ : V — N duoc goi 1a ham Grundy néu
Vo eV :g(v) =min{N\ g(F(v))}

§ day g(F(v)) = {g(u) : w € F(v)}. Tt dinh nghia, ching ta dé dang suy ra hai
tinh chat dic trung ctia ham Grundy nhu sau:

1. Yu,v € V, néu v € F(u) thi g(u) # g(v).

2. Vo € N, néu z < g(v) thi z € g(F(v)), ttc 1a Ju € F(v) dé g(u) = =.
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Tinh chat 1) chi ra rang g(v) khong nam trong tap gid tri ctia g trén F(v).
Tinh chit 2) khang dinh g(v) 1 s6 nguyén khéng 4m bé nhét trong s6 cac s6 khong
thudc tap gid tri cia ham g trén F(v).

Vi du 3.32. Do thi sau c6 hai haAm Grundy:

1

1 0
O—0O

1 0
O—0O

Nhu vay, ham Grundy cé thé khong duy nhat. Ngoai ra, ham Grundy ciing c6 thé
khong ton tai.

Vi du 3.33. D6 thi sau khong c6 ham Grundy:

Céc tinh chat co ban sau ctia ham Grundy 1a dé dang suy ra tit dinh nghia.

Ménh dé 3.14.

1) Néu F(v) =0 thi g(v) = 0.

2) Tap hop {v|jv € V A g(v) =0} luén khdc rong.

3) g(v) < |F(v)|, Vv eV.

4) Do thi c¢é khuyén hodc cé chu trinh do dai lé thi khéng cé ham Grundy.

Sau day 1a mot diéu kién di nhan biét khi nao mot do thi c6 mot ham Grundy

duy nhat.
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Dinh ly 3.15. Moi do thi khong cé chu trinh luén cé duy nhdat mét ham Grundy.
Chitng minh. Khong mat tinh tong quat gia thiét do thi G 1a lién thong. Xay dung
hai day tap con cic dinh Vj, V4,... va Py, P, ... lan ludgt nhu sau:
Vo=V,
Py = {v[F(v) = 0}.
RG rang tap Py # (), vi néu khéng moi dinh trong G ludn cé dinh ké. Diéu nay la
vo 1y véi gia thiét G khong cé chu trinh. Sau d6 tiép tuc xay dung

%:%\P(b

Plz{U|U€%7F<U)gV\%}7
Vo =V1\ P,

Py ={vlv € V;, Fv) CV \ V;}, v6ii > 2,
Vig1 = Vi \ P

Luu ¥ rang, néu P, = () thi V};, = (), nghia la da vét hét cic dinh ctia G. Bsi néu
khong véi mdi v € Vj, s& ¢6 u € F(v) sao cho u € V' \ Vi, tiic 1a u € V. Diéu nay
c6 nghia, v6i moi dinh trong Vj, luén c6 dinh ké ciing thudc Vi, suy ra xuat phét
tit mot dinh trong Vj, ¢6 thé tao thanh mot duong di dai tuy ¥. Piéu nay vo Iy véi
G khong c6 chu trinh.

Py =3 » 2

" \m \ v \ i

Hinh 3.3: Cach xay dung day tap con Py, P, ..., P

Bay gig, chiung ta xay dung ham ¢ : V — N nhu sau:
(1) V6i moi v € By, dat g(v) = 0.

(2) Véi mdi v € P, dit g(v) = min{N\g(F(v))}. Him g trén P; x4c dinh duy nhat
béi F(v) C Py va g da duge xac dinh trén F.
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Tiép tuc cdch lam nhu trén ching ta sé lan lugt xdc dinh dudc gid tri ham g
tai cac dinh cia G mot cach duy nhat. ]

Chiing minh ctia Pinh 1y 3.15 cting cho ching ta thuat toan tim ham Grundy cta
do thi phi chu trinh.
Vi du 3.34. Sau day 1a do thi c6 huéng va cach xay dung ham Grundy trén né:

Py

B
2l a 1

Py

D'\f O
Fy

3.5.2. D6 thi tong va ham Grundy

Xét cac do thi sau dusi dang anh xa ke G = (Vi, F1) va Gy = (Va, F). Do thi
G = (V, F) dugc goi 1a do thi tong ctia Gy va G, ky hidu G + G, néu

(1)) V=V x Va.

(i) (u,v) € F((a,b)) ©u=aAv e F(b) hoicu € F(a) Nv=0b.

Hinh 3.4: Céch xay dung d6 thi tong

Do thi tong G + G2 con dugde goi 1a do thi hop va ky hiéu lai 1a G U Go. Phép
toan tong nay xuat hién nhiéu trong cac linh vuc c¢é su tham gia ctia Iy thuyét do

thi. DAy 1a phép toan rat quen thudc trong ly thuyét tro choi.

Vi du 3.35. Gia st ¢6 hai may M; va M,. Mdi médy c6 thé & trong mot sb trang
thai. Ky hiéu tap trang thai ciia may M; la V; va

E; = {(ui,v;)|v; 1a trang théi tiép theo clia trang thai u,}
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(i = 1,2). Khi d6, néu ngudi tho tai moéi thoi diém chi tdc dong mot trong hai may
thi do thi mo ta céc tinh hudng c6 thé sé 1a G + Go.

Van dé dat ra phép toan tong trén do thi c6 béo toan tinh chap nhan ham Grundy
hay khong? Dé trd 161 cAu héi nay, ching ta bt dau véi gisi thiéu phép toan d-téng
hay con goi tong digit trén cac sé nguyén.

Cho céc s6 nguyén khong A&m z,y € N biéu dién dudi dang nhi phan nhu sau:

r = TpTp—1...T1X0

Y = YrYk—1---Y1Yo

v6i x;,v; 1a cace chit s6 0 hodc 1. Gid thiét d6 dai ctia hai sd nay 1a bang nhau, trudng
hop néu khong thi thém cic sb 0 v6 nghia vao bén trai ctia s ngin hon. Dat
2 = (z; + ;) mod 2. Khi d6, s6 nguyén z c6 biéu dién nhi phan 1a z,z5_1 ... 2120

duoc goi 1a tong digit cia x va y, k¥ hidu 2z = 2 @ .

Vidu 3.36. a) 45 =1.
b) 367 =4

Téng digit ¢ tinh chat co ban sau. Két qua nay la dé dang suy ra.

Ménh dé 3.16. (N, ®) ld mot nhém giao hodn, tic la:
(1) Tong digit cé tinh két hop: (x D y) D z=aD (y © 2)
(2) Tong digit cé phan ti don vi 0: x®0=00z =2z
(3) Véi moi s6 x ton tai phan ti doi —x: x @ —x =0

(4) Tong digit cé tinh giao hodn: v ®y =y ® .
Sau day 1a quy tac tinh ham Grundy cho tong céc do thi.

Dinh 1y 3.17. Néu cdc do thi Gi va G chdp nhan cic ham Grundy tuong 1ing g,
va go, thi do thi tong G+ G ciing chap nhdan ham Grundy g(u,v) = g1(u) ® g2(v).

Chaing minh. Theo dinh nghia ham Grundy, dau tién chiing ta chtimg minh khong
c6 dinh (u,v) nao ke v6i dinh (a,b) ma g((u,v)) = g((a,b)). That vay, 1dy bat ky
dinh (u,v) € F((a,b)). Truong hop néu u = a va v € Fy(b) thi go(v) # go(b) va khi
d6 g((a,b)) = gi(a) © g2(b) = g1(u) © g2(b) # g1(u) ® g2(v) = g((u,v)). Lap luén
tuong tu, trudng hop néu u € Fi(a) va v = b thi ta cing c6 g((a,b)) # g((u,v)).

Bay git chi can chiimg minh véi moi € N, néu x < g((a,b)) thi ton tai (u,v) €
F((a,b)) sao cho g((u,v)) = z. That vy néu ky hiéu y = g1(a) va z = go(b) thi
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r<ydz. batt=xPydz Rorangt #0viz # y® 2. Hon nta t ® x =
TRYR DT =y® 2z > . Xét bicu dién nhi phan clia céc sd z,y, 2z va t. Gia si
k 1a chi s6 ctia bit dau tién bang 1 trong biéu dién nhi phan cta t, ttc t, = 1. R
rang néu ux = 1 thi (up +#;) mod 2 = 0, va do d6 t ® x < z. Diéu nay 1A mau
thuan. Nhu vay ux = 0. Do ¢ = 1 nén hoéc v, = 1 hodc wy = 1. Gid stt v, = 1 .
Khi d6 dit s =t®y. Tacé s <y = gi(a). Vi g1 1a ham Grundy ctia G nén ton tai
x € Fi(a) sao cho s = gi(z). Theo dinh nghia do thi tong suy ra (z,b) € F((a,b))
va g((z,0)) = g1(x) B g2(b) = s Dz =t Dy @ z = x. Truong hop wi = 1 1ap ludn
hoan toan tuong tu. O

Dinh 1y 3.17 cé thé mé rong cho tong ciia nhiéu do thi.

3.6. Chu sb chia d6 thi

3.6.1. Dinh nghia

Cho da do6 thi vo huéng G = (V, E) ¢6 n dinh, m canh va w(G) = p thanh phan
lien thong. Dai lugng v(G) = m — n + p dude goi 1a chu s6 (cyclomatic number)
ctia G. Khéi niém chu s6 dé cip ¢ day khong phu thudc vao su dinh huéng cia do
thi.

Vi du 3.37. Xét do thi vo huéng va khong lién thong G sau:

() b ©

@‘G

G con="Tm=7Tvap=2. Suy ra chu sd v(G) = 2.

3.6.2. Tinh chat

Dinh 1y 3.18. Néu thém mot canh mdi vao da do thi vé hudng G thi chu s ting
lén 1 hodc khong thay doi.

Chiing minh. Gia st (a,b) 1a mot canh méi thém vao G. Khi d6 m tang lén 1. Xay
ra hai trusng hop, trusng hop néu hai dinh a va b thudc cting mét mang lién thong
trong G thi n va p khong thay doi, do dé chu s ting 1én 1. Truong hop néu hai
dinh a va b nam & hai mang lién thong khac nhau trong G thi p gidm xudng 1 (n

van thay doi) va do vy chu s6 khong thay doi. O
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Hé qua 3.4. Chu s6 ciia da do thi vé hudng la mét s6 nguyén khong am.

Chaing minh. Gia st da do thi vo huéng G dudce xay dung tit do thi Gy gom n dinh
va khong ¢é canh nao. Sau dé, 1an luot thém céc canh vao Gy dé duge d6 thi G.
Vi chu s6 ctia Gy 14 v(Gp) = 0 —n +n = 0 va qud trinh thém canh khong lam

giam chu s0, nén chu s6 ctia G 16n hon hoac bang chu so cua Gj. [

3.6.3. Chu trinh doc lap

Nhiing két qué ciia dai s6 vecto c6 thé van dung vao & diy bang cach diat moi chu
trinh trong G' bang mot vecto theo cach nhu sau:

MBoi canh ciia G déu duge dinh huéng mot cach tiy ¥, néu chu trinh p di qua canh
ex 1a 7, 1an thudn hudéng va s; 1an ngude hudéng thi ta dit cp = 1, — s (truong
hop néu e, 14 mot khuyén thi ta ludn qui u6c s, = 0). Khi d6 vectd m chiéu
(c1,¢,. .., Cp) dude goi 1a vecto chu trinh tuong tng véi p, ky hiéu 7. Céc chu
trinh fi1, o, . .. dude goi 1a doc ldp néu céc vecto chu trinh tuong tng 1a doc lap
tuyén tinh. Luu ¥ rang dinh nghia nay khong phu thudc vao hudéng gan cho céc

canh.

DPinh 1y 3.19. Cho da do thi G = (V, E). Khi dé chu s6 v(G) bang s6 cuc dai cdc
chu trinh doc lap.

Chiing minh. Tién hanh tuong tu nhu trong Hé qua 3.4, dau tién ching ta xuat
phét tit do thi vo huéng khong c6 canh véi tap dinh 1a V. Sau d6, xay dung xay
dung da dd thi G’ bang cich thém ting canh mot vao. Theo Dinh 1y 3.18, chu s6
sé tang 1én mot don vi néu canh thém vao 1ap nén mot chu trinh méi hodc chu sé

khong thay d6i trong trudng hop ngudc lai. []
Hé qua sau la dé dang suy ra.
H¢ qua 3.5. 1) Pa do thi G khong cé chu trinh khi va chi khi v(G) = 0.

2) Da do thi G ¢ mot chu trinh duy nhat khi va chi khi v(G) = 1.

3.7. Cac tap hdp dac biét trén do thi
Muc nay tim hiéu mét s6 tap hop dic biét gdm cac dinh va cdc canh trén mot do

thi, d6 1a céc tap on dinh trong, tap on dinh ngoai, nhan, clique, phit dinh va phit

canh ctia do thi. Cac tdp hop nay c6 nhiéu tmg dung quan trong.
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3.7.1. Tap o6n dinh trong

Cho do thi G = (V, E). Tap on dinh trong 5 (Internally stable set) ctia G 1a mot
tap con cac dinh ctia G sao cho khong c6 hai dinh nao thudc né 1a ké nhau.
Nhu vay, theo quan diém anh xa ké, tap I C V' 1a mot on dinh trong ciia G khi va
chi khi

Voel:INF(v)=0.

Mot tap con cac dinh ctia G dude goi 1a tdp on dinh trong cuc dai (hay tdp on
dinh trong t6i dai-Maximal internally stable set) néu thém vao bat ky mot dinh
nao ciing lam mat tinh 6n dinh trong ciia né, titc 1a khong ton tai mot tap on dinh
trong nao khac chtta né. Tap on dinh trong cé nhiéu phan ti nhat duoc goi 1a tdp
on dinh trong lén nhat (Maximum internally stable set). R6 rang, () 14 mot tap on
dinh trong, cac tip con ciia mot tap on dinh trong ciing 13 mot tap 6n dinh trong.
Tap on dinh trong 16n nhat 1a tdp 6n dinh trong cuc dai, nguoc lai thi chua chic.

Khai niém 6n dinh trong khéng phu thudc vao hudéng cic canh ctia dd thi.

Vi du 3.38. Xét do thi vo huéng G nhu sau:

Ta c6 {c,d},{d,e} 1a cc tap on dinh trong, nhung khoéng phai tap on dinh trong
cuc dai ctia G. Tap {a, c,e} khong phai tap on dinh trong ctia G. Cac tap {a,b} va
{c,d, e} 1a cac tap 6n dinh trong cuc dai ctia G. Tép {c,d, e} 1a tap on dinh trong
16n nhat cia G.

Vi du 3.38 ciing cho thdy mdt do thi c6 thé ¢ nhiéu tdp on dinh trong cuc dai va
s6 dinh trong ching khéng nhat thiét phai bang nhau.

Vi du 3.39. (Gauss) Xét bai todn tdm con hau. Khi dé cic 6 can tim dé dat 8
con héu sao cho ching khong an ducce 1an nhau chinh 1 mét tap 6n dinh trong
gom 8 dinh ciia dd thi vo6 hudéng biéu dién ban ¢ vua trén. Bai todn cé tat ca 92

nghiém, dugc suy ra tit 12 tdp on dinh trong khac nhau.

5Ciing con dude goi 1a tdp on dink hay tdp déc lap-Independent set.
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Vi du 3.40. Trong mét don vi nao do, gia st ¢6 quan hé “xich mich” gitta ngudsi
v6i ngudi. Khi d6 mét nhém nhiéu ngusi nhat khong xich mich v6i nhau chinh
13 mot tap on dinh trong cuc dai ctia d6 thi biéu dién quan hé xich mich & trén.
Trong trudng hop nay tap on dinh trong cuc dai dude hiéu theo ding nghia xa hoi
ctia n6. Do dé dé giit duge doan két trong don vi, thi can phai xdy dung nhém nay

cang 16n cang tot.

S6 dinh ctia tap 6n dinh trong 16n nhat ctia d6 thi G dugce goi 1a so on dinh trong
cia G, ky hiéu a(G).
Nhu vy, néu ky hiéu Z(G) 1a tdp tat cd tap on dinh trong ctia do thi G, thi

a(G) =maz{|l| | I € Z(G)}.

Xét Vi du 3.38 & trén ta c6 a(G) = 3.

Luu ¢ 3.2. Déi v6i tdp on dinh trong, ngudi ta thudng quan tdm dén céic tap on
dinh trong 16n nhat. Bai todn tim tdp on dinh trong 16n nhat (con dudc goi 1a bdi
todn tdp on dinh trong lén nhdt hay bai todn tdp déc lgp I6n nhdt) 14 mot bai todn
t61 uu NP-kh6. Tuy nhién, bai todn tim mét tdp 6n dinh trong cuc dai c6 thé gidi
quyét trong thoi gian da thitc bang mot thuit todn tham lam tam thudng. Tim
tat ci cdc tdp 6n dinh trong cuc dai cé thé gidi quyét bang mot thudt toan cé do
phttc tap thoi gian ham mi 14 O(3"/3). Bai todn quyét dinh tdp on dinh trong (c6
hay khéng mét tadp on dinh trong c6 kich thuée bang k € Z* cho trude) la mot
bai todn NP-day di.

Két qua sau dua ra chin dudi cho s6 6n dinh trong ctia mot do thi.

Dinh 1y 3.20. Cho do thi G = (V, E) ¢6 n dinh sao cho bac lén nhdt ciia cdc dinh
la p. S6 on dinh trong cia G théa

n

p+1

a(G) >

Chimg minh. Gia st I 1a tap on dinh trong 16n nhat véi m dinh ctia G. Khi d6 v6i
mdi dinh u & I, c6 it nhat mot dinh ctia I ké v6i u. Tit day, suy ra s6 canh di ra
khoi I (khong ké huéng) khong nhd hon [V \ I| = n — m. Mit khac, s6 canh d6
khong 16n hon pm. Tém lai, ta c6é n —m < pm, hay

n

m > ——.
p+1
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Sau day, 1a thudt toan tim mot tap on dinh trong 16n nhat. Nhu da dé cap ¢ trén
thuat toan nay la rat khé. Tuy nhién, tim mot tap 6n dinh trong cuc dai ciing thu

dugc trong thuat toan nay chi c¢6 do phtc tap da thiic.

Thuit toan 3.5 (Tim mot tap on dinh trong lén nhat)

Vao: D6 thi G = (V, E).

Ra: T4p on dinh trong 16n nhat I cia G.

Phuong phap:

Buéc 1. Chon mot dinh bat ky ctia G.

Budc 2. B6 sung dan cac dinh dé thu duge mot tap on dinh trong cuc dai.
Budc 3. Néu tim duge mot tap on dinh trong c6 m dinh va moi tdp ¢6 m + 1 dinh
déu khong phai 1a tap on dinh trong, thi tdp on dinh trong cé m dinh nay chinh
13 tdp 6n dinh trong 16n nhat ctia G. Liic nay a(G) = m.

Vi du 3.41. Xét do thi G trong Vi du 3.38.

Xuat phét tit dinh bat ky ¢. Bo sung dan céac dinh vao {c} thoa diéu kién clia tap
on dinh trong, ta thu dugc tap on dinh trong cuc dai {c,d, e}. Kiém tra thiy céc
tdp c6 4 dinh tré 1én khéng phai 1a tdp 6n dinh trong, do d6 tap {c,d, e} ciing
chinh 1a tap 6n dinh trong 16n nhat ctia G.

3.7.2. Tap 6n dinh ngoai

Cho dob thi G = (V, E). Tap on dinh ngodi ¢ (Externally stable set) ctia G 1a mot
tap con cac dinh ctia G sao cho moi dinh khéng thuoc né déu ké véi it nhat mot
dinh trong né hoiic ¢6 cung di vao it nhat mot dinh trong né (néu G 1a do thi c6
huéng).

N6i mot cach khéac, tip £ C V 1a mot on dinh ngoai ciia G khi va chi khi

Vo E:ENF(v)#0)
hay noi cach khac
Vog E,Jue E:ue F(v).

Mot tap con cic dinh ctia G duge goi 1a tdp on dinh ngodai cuc tiéu (Minimal
externally stable set) néu bt di bat ky mot dinh nao thudc né ciing lam mat tinh
on dinh ngoai ciia nd, titc 14 né khong chita mot tap con nao 1a tap 6n dinh ngoai.

Tap 6n dinh ngoai c¢é it phan ti nhat dude goi 1a tdp on dinh ngodi nhé nhat

5Con dugce goi 1a tdp théng tri-Dominating set.
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(Minimum externally stable set). R6 rang, V 14 mot tap on dinh ngoai, va céac tap
bao ham mot tap 6n dinh ngoai ciing 14 mot tap on dinh ngoai. Mot dd thi cé thé
c6 nhiéu tdp on dinh ngoai cuc tiéu va s6 phan tit ciia ching khong nhat thiét 1a

bang nhau.

Vi du 3.42. Xét do thi G nhu sau:

Ta ¢6 {a,d, f},{c,e},{b,c}, {b,c,d} 1a cac tap on dinh ngoai ctia G. Tap {a,b, e}
khong phéi tap 6n dinh ngoai ctia G. Tap {a,d, f},{c, e}, {b,c} 1a cc tap on dinh
ngoai cuc tiéu ciia G. Céc tap {a,c}, {b,c}, {c, e} 1a céc tap 6n dinh ngoai nhé nhat
cua G.

Vi du 3.43. Bai toan thuc té dang ndy (phan bd cic tAm phuc vu) cé rat nhieu,
c6 thé ké ra mot vai bai toan co ban nhu:

(1) Phan bd cac trung tAm phét thanh, truyén hinh trén mét lanh tho nao dé.
(2) Phan b cic cin cit quan su kiém soat mot ving lanh tho cho trudc.

(3) Phan b6 céc trung tAm ban hang phuc vu mot ving dan cu.

Luc luong clia tdp on dinh ngoai nhd nhat ctia G dude goi 1a s6 on dinh ngodi ciia
do thi G, ky hiéu B(G).

Nhu vay néu ky hiéu £(G) 1a tdp tat cd cdc tap on dinh ngodi ciia do thi G, thi

B(G) = mind|E| | E € £(G)}-

Xét Vi du 3.42 & trén ta ¢6 5(G) = 2.

Luu ¢ 3.3. Déi v6i tdp on dinh ngoai, ngudi ta thudng quan tdm dén céic tap on
dinh ngoai nhé nhat. Bdi todn quyét dinh tdp on dinh ngodi (c6 hay khong mot do
thi G c6 B(G) < k véi k € ZT cho trude) 1a bai toan NP-day di. Thuit todn tot
nhat hién nay tim mot tap on dinh ngoai nhé nhét (con duge goi 1a bdi todn tip
on dinh ngodai nhé nhat hay bdi todn tdp théng tri nhé nhat) c6 do phiic tap thoi
gian ham mii O(1.4597"). Tuy nhién, bai toan tim mot tap 6n dinh ngoai cuc tiéu

c6 thé gidi quyét trong thoi gian da thic.

Nhdn zét 3.1. T dinh nghia ching ta dé dang suy ra ducc mot s6 tinh chat co

ban sau:
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(1) Tap gom diing mot dinh trong do thi day du la tap 6n dinh ngoai cuec tiéu.
(2) Moi tap 6n dinh ngoai chita it nhat mot tap 6n dinh ngoai cue ticu.

(3) Tap on dinh ngoai cuc tiéu cé thé hodc khong 1a tap 6n dinh trong.

(4) Mot tap on dinh trong 1a tdp on dinh ngoai néu va chi néu né la tap on dinh
trong cuc dai.

(5) V6i moi d6 thi G bt dang thitc sau luén ding:
B(G) < a(G).

Sau day la thudt toan tim mot tap 6n dinh ngoai nhé nhéat ctia mot do thi.

Thuit toan 3.6 (Tim mot tdp on dinh ngoai nhé nhat)
Vao: D6 thi G = (V, E).

Ra: Tép 6n dinh ngoai nhé nhat F cla G.

Phuong phap:

Buéce 1. Xay dung 4nh xa T : V—2Y nhu sau:

T(u) = {u} U F ! (u), Vu € V.

Budc 2. Tim tap con E C V ¢6 s6 phan tit it nhat sao cho |, T(v) = V. Tap
con E chinh 1a tdp on dinh ngoai nhé nhat ctia G can tim.

Trong thuit toan trén, § Budc 2 ching ta c6 thé thuc hién nhanh hon nhd céc
nhan xét sau:

(1) Dinh c6 1ap hodc dinh khong cé cung di ra luén thudc tdp on dinh ngoai nhé
nhat, nghia 1a cdc dinh nay phai dudc gitt lai.

(2) Néu ¢6 T(a) C T(b) thi bé khong xét dinh a.

(3) Thuec hién viéc loai bé cho dén khi chi con cdc dinh khéng thé loai b dugc

nita. Tép dinh sau cing nay chinh 13 tdp 6n dinh ngoai nhé nhat can tim cta G.

Vi duy 3.44. Xét do thi c6 huéng G = (V, E) nhu sau:
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T(a) = {a}
T(b) ={a,b,c}
T(c) =Aa,c}

(

Vi e la dinh ¢6 1ap va d la dinh khong c¢6 cung di ra nén git lai. Vi T'(a), T'(¢) € T'(b)
nén bé cac dinh a,c. Vi tap {b,d, e} nhd nhat théa man T'(b) UT(d)UT(e) =V
nén {b,d, e} la tap 6n dinh ngoai bé nhat ctia G.

Ngoai ra, loai b cic dinh a,b ta cling thu duge tap {c,d, e} 1a mot tdp 6n dinh
ngoai nhd nhat cta G.
3.7.3. Nhan d6 thi

3.7.3.1. Dinh nghia

Cho do thi G = (V, E). Nhdn (Kernel) ctia G' 13 mot tap con cac dinh ctia G sao
cho n6 vita 1 tép 6n dinh trong va vita 1a tap on dinh ngoai ciia G.

Nhu vdy, theo quan diém anh xa ké, tap K C V 14 mot nhan ctia G khi va chi khi

VweK:KNFw)=0vaVug K: KNF(u)#0

hay n6i mét cach khac

FYK)=V\K.

Gia sit K 1a nhan ctia G. Suy ra K 1a tap 6n dinh trong va do d6 K khong chita
khuyén. Mit khéac, K ciing 1a tdp on dinh ngoai, nén K phai chita tat ca cac dinh
c6 1ap va cac dinh khong c6 cung di ra.

Vi du 3.45. Xét cic do thi sau:

Do thi dau tién khong c6 nhan, do thi thit hai c¢6 hai nhan {b, g} va {c, f}.
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Ménh dé 3.21. Néu g la mot ham Grundy cia do thi G = (V, E) thi tdp hop

K ={veVig() =0}

la mot nhan cua G.

Chaing minh. Vi moi u,v € K thi g(u) = g(v), nén dinh u khong thé ké véi dinh
v. Suy ra K 1a mot tdp 6n dinh trong.

Mit khéc, néu v € K thi g(v) > 0. Khi d6, véi x = 0 < g(v) thi sé ton tai u € F(v)
sao cho g(u) = x = 0. Suy ra u € K. Diéu nay c6 nghia K ciing 1a mdt tap on

dinh ngoai. N

3.7.3.2. Tinh chat

Pinh 1y 3.22. Néu K ld nhin cia do thi G thi K cing la tdp on dinh trong cuc

dai cia G.

Chitng minh. Chitng minh phan chimg. Gia sit K khong phai 1 tap on dinh trong
cuc dai ciia G. Suy ra, ton tai mot dinh u ¢ K sao cho K U {u} van la tap 6n dinh
trong ctia G. Vi K 13 nhan nén v sé ké véi it nhat mot dinh nao dé trong K. Pieu
nay c6 nghia, K U {u} khong thé 13 tdp 6n dinh trong. Mau thuan véi gid st trén.
Vay K phai 1a tdp on dinh trong cuc dai ctia G. []

Xét dd thi trong Vi du 3.45 (b), ta ¢6 I = {a} 1a tdp 6n dinh trong cuc dai nhung
khong phai 1a nhan.
Ménh dé ngudc lai ctia Dinh 1y 3.22 13 khong ding. Tuy nhién, véi do thi déi xtmg

thi ménh dé ngudc lai van con ding [13].

Pinh ly 3.23. Trong do thi doi xing khong cé khuyén, moi tap on dinh trong cuc

dai déu la nhan.

Ching minh. Gia sit I 1a tap on dinh trong cuc dai ctia do thi doi xiing khong c6
khuyén G = (V, E). Theo tinh chat cuc dai ctia I, suy ra véi moi v € V'\ I, ton tai
u € I sao cho u € F(v). Didu nay cé nghia, I ciing la tdp én dinh ngoai. Do dé,
theo dinh nghia 7 1a m&t nhan cua G. ]

Xét do thi G = (V,E) va A C V. Ky hiéu D(A) 1a tap cac dinh thuoc V \ A sao

cho mdi dinh nay ndi v6i it nhat mot dinh thude A.

Hé qua 3.6. Moi do thi doi xing khong cé khuyén déu cé nhan.
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Chiing minh. Gid st G = (V, E) 1a do6 thi ddi xtng khong c6 khuyén. Suy ra, mdi
dinh ctia G déu lap thanh mot tap on dinh trong. Xuat phat mot dinh tuy ¥ uy, ta
dat Ky = {u;}. Sau d6 chon mot dinh bat ky us & D(K7) va dit Ko = KjU{us} =
{uy,up}. Tiép tuc qua trinh nhu viy véi viée chon us € D(K3) va bo sung né vao
K, dé thu duge K5. Béi G hitu han nén phéi ton tai mot sd nguyén duong n sao
cho D(K,) = V \ K,. Véi cich chon nhu thé nay rd rang K, 1a mot tdp on dinh
trong cuc dai. Khi do, theo Dinh 1y 3.23 K, 1a nhan cia G. ]

Chiing minh Hé qua 3.6 ciing chinh 1 thuit todn tim mdt nhan ctia mot do thi

déi xting khong cé khuyén.

Pinh 1y 3.24. Néu do thi ¢ so on dinh trong nhé hon sé6 on dinh ngodi thi né

khong co nhan.

Chimg minh. Xét do thi G = (V, E). Gia stt a(G) < B(G) va G c¢6 nhan 1a K. Khi
do6 theo dinh nghia ta co

a(G)=maz{| I ||I € HG)}
S| K|
>min{| D || D € S(G)}
= B(G).

Diéu nay 13 mau thudn véi gia st a(G) < 3(G). Do dé G khéng thé c6 nhan. [
Do thi trong Vi du 3.45(b) khéng c6 nhan theo Dinh 1y 3.24.
Dinh 1y 3.25. Moi do thi khéng cé chu trinh luén cé nhan.

Chaing minh. Theo Dinh 1y 3.15 d6 thi khong cé chu trinh c6 duy nhat mot ham
Grundy. Theo Ménh dé 3.21 nhan ctia do thi nay chinh 1a tip cdc dinh c6 ham
Grundy bang 0. O

R6 rang, cAu héi tu nhién dat ra khi ndo dd thi c6 chu trinh thi c6 nhan? Dé tra
16i cAu hoi nay ching ta can thém khai niém sau. Tap con cac dinh C' C V dudc
goi 14 167 ctia do thi G = (V, E) néu C thoa man céc dieu kién sau:

(7) V6i moi u,v € C,u # v, khong ton tai dudng di ndi u véi v.

(1) V&i moi v € C, ton tai duong di tit v dén C.

Vi du 3.46. Xét do thi G nhu sau:
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Ta c6 tap dinh {a,d, e} 1a 16i va cting la nhan cta G.
Dau tién ching ta c6 két qua sau:
B6 dé 3.1. Moi do thi déu cé 1oi.

Chaing minh. Ching ta chiimg minh quy nap theo sé dinh ctia do thi. Trudng hop,
néu do thi G ¢c6 mot dinh duy nhat thi 16 rang dinh dé cting chinh 14 16i ctia G. [

Dinh 1y 3.26. Moi do thi khéng cé chu trinh do dai 1é luon cé nhan.

Dinh 1y 3.27. Néu méi do thi con ciia do thi G déu cé nhan thi G cé ham Grundy.
Hé qua 3.7. Do thi doi ming c6 ham Grundy khi va chi khi né khéng cé khuyén.
Chaing minh. Ching ta da biét do thi c6 ham Grundy thi khong cé khuyén.
Nguoc lai gid st do thi déi xting G khong cé khuyén. Khi dé theo Hé qua 3.6 moi
do thi con ctia G déu c6 nhan. Suy ra G ¢6 ham Grundy theo Dinh 1y 3.27. O]

3.7.3.3. Thuat toan

Sau day la thuit todn tim mot nhan ciia mot do thi.

Thuat toan 3.7 (Tim mét nhan cia do thi)

Vao: Do thi G = (V, E).

Ra: Nhan cua G.

Phuong phap:

Budc 1. Tim mot tap on dinh ngoai nhé nhat ciia G.

Budc 2. Kiém tra xem né ¢ phai tdp 6n dinh trong hay khéng. Néu ding thi d6
1a nhan bé nhat.

Budc 3. Tiang dan sb6 phan tii cia tdp 6n dinh ngoai va 18p lai phép kiém tra, dé
nhan duge cac nhan khac.

Vi du 3.47. Xét do thi G trong Vi du 3.44. Ta da biét {b,d, e} 13 mot tap 6n dinh
ngoai nhé nhat. Hon nita, dé thay {b,d, e} ciing 14 mot tadp on dinh trong, do d6
{b,d, e} 1a mot nhan cia G.
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3.7.3.4. Ung dung nhan vao ly thuyét tro chai

Dau tién ching ta gi6i thidu tro choi hai dau thi, thudng dude goi 1a tro choi Nim.
Tro choi nay duge mo ta nhu sau:

(1) C6 mot tap httu han céc hinh trang.

(2) Cho phép chuyén mot hinh trang sang mot hinh trang khéc, goi 1a nudc di.
(3) C6 mot tap con céc hinh trang goi 14 tap cac hinh trang két thic.

(4) Xuat phat tit mot hinh trang, hai diu thii 1an lugt chon nudce di. Ngudi nao roi
vao hinh trang két thiic 1a ngusi thua cuoc.

Tro choi Nim cé thé biéu dién bang do thi G = (V, F) nhu sau:

(1) Tap dinh V chinh 1a tap cac hinh trang.

(2) V6i méi hinh trang v, thi F(v) 1a tdp cdc hinh trang c¢6 thé chuyén dén truc
tiép tit v bang cdc nudce di.

Néu dd thi biéu dién tro choi ¢ nhan va tit ca céc hinh trang két thic déu nam
trong nhan thi ta cé chién ludge chic chin thing sau day:

(1) Tim cach dua déi thit vao nhan.

(2) Khi dbi thtt da & trong nhan, thi déi thii chon nude di nio cling déu di dén mot
hinh trang nam ngoai nhan.

(3) Dén lugt ta di, khi dang ¢ ngoai nhan ta luén chon duge nuée di dé dua doi
thit tré vao nhan. Khi d6 ddi thi chic chin bi thua.

Vi duy 3.48 (Trd chai béc que). Gia sit ta ¢ m que va mot sb6 nguyén duong cho
truée k (k < m). Hai ngudi tham gia cudc choi béc que. Dén lugt di, ngudi choi
boc mot s6 que khong vudt qua k. Ai boc duge chiée que cudi cung thi ngudsi dé

thang cudc.

3.7.4. Clique

Cho do thi vo huéng G = (V, E)). Mot clique ctia G 13 mot tap con céac dinh clia G
sao cho hai dinh bat ky thudc né déu ké nhau.

Mot tap con cdc dinh ciia G dudce goi 13 clique cuc dai (Maximal clique) néu khong
thé thém bat ky dinh nao vao né dé tao ra clique ¢ s6 dinh 16n hon, ttc 1a né
khong chita trong bat ky mot clique nao. Clique c6 nhiéu phan t& nhat ctia G dudc
goi 1 clique I6n nhat (Maximum clique) ctia G.

R6 rang, mot clique 16n nhat ciing 1a mot clique cuc dai, tuy nhién diéu ngugc lai

khong ding. T dinh nghia, ching ta c¢6 thé thdy mot do thi con sinh bdi mot
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clique ctia G 1a mot do thi con day du cia G. Do dé, trong mot s6 trusng hop
ngudi ta cing xem thudt ngtt clique nhu 13 mot do thi con day du (tuy khong
thuyét phuc, béi clique chi gom cdc dinh).

Vi du 3.49. Xét do thi G nhu sau:

<

DAy 1 do6 thi bit ctia d6 thi G trong Vi du 3.38 & trén. Ta c6 {c,d}, {d, e}, {c,d, e}
1a cdc clique ctia G. Tap {c,d, e} 1a clique cuc dai va cling 1a clique 16n nhit ciia

G.

S6 dinh ctia clique 16n nhat ctia do thi G duge goi 1a chi s6 clique (clique number)
ctia G, ky hiéu w(G). Chang han, d6 thi G & Vi du 3.49 ngay trén c6 w(G) = 3.
Tap 6n dinh trong va clique ¢6 mbi quan hé sau. Két qua nay dé dang suy ra ti

dinh nghia.

Pinh 1y 3.28. Mot tap con cdc dinh trong do thi G la mét tdp on dinh trong khi

va chi khi né la mét clique trong do thi bu cia G.

T két qua nay, ching ta thdy hai khéi niém tép on dinh trong va clique ¢6 thé
xem 13 bt nhau. Béi Luu ¥ 3.2 v Dinh 1y 3.28 suy ra bdi todn quyét dinh clique
(c6 hay khong mot clique véi kich thude cho trude trong mot do thi) cling 1a mot
bai toan NP-day du.

3.7.5. Pha dinh

Cho do thi vo huéng G = (V, E). Mot phii dinh” (Vertex cover) ctia G 1a mot tap
con cic dinh ctia G sao cho mdi canh ciia G déu lién thudc (hay ké) véi it nhat
mot dinh trong n6é. Mot phi dinh cé it phan ti nhat dugc goi 1 phi dinh nhé nhat
(Minimum vertex cover). R& rang, tp tat ca cdc dinh ctia mot do thi 14 mot phi
dinh. D6 thi hai phia day dt K,,, c6 mét phit dinh nho nhat véi kich thuée 1a

T(Kpn) = min(m,n).

Mot sb téc gid con goi la tdp dinh tua.
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Vi du 3.50. Xét do thi G sau day:

Ta c6 {a,c,d,e} 1a mot phi dinh ctia G va {b, ¢, e} 1a phit dinh nhé nhat ciia G.
Tap 6n dinh trong va mot phtt dinh trong mét do thi ¢ mdi quan hé sau day.

Pinh ly 3.29. Mot tdp cdc dinh ciia mot do thi la mot phi dinh néu vd chi néu

phan bi cia nd la mét tdp on dinh trong.

DPinh 1y 3.30 (Callai, 1959 [3]). S6 dinh ciia mét do thi bang so dinh ciia phii dinh

nhé nhat cong vdi s6 dinh cia tap on dinh trong lon nhat cia do thi do.

Luu 4 3.4. Bai todn phi dinh nhé nhat 1a mot bai toan téi wu NP-khé. Bdi todn
quyét dinh phi dinh (c6 hay khong mot phtt dinh c¢6 kich thude bang k € Z*
cho trude) 1a mot trong 21 bai todn NP-day du ctia Karp chitng minh nam 1972.
Trudng hop mét ciy thi bai todn pht dinh nhé nhat cé thé giai bang mét thuét
todn tham lam trong thoi gian da thic [10].

3.7.6. Phi canh

Cho do thi G = (V, E). Mot phti canh (Edge cover) ctia G' 1A mot tap con cac canh
ctia G sao cho méi dinh trong G ké véi it nhat mot canh trong né. Mot phit canh
c6 1t phan tit nhat dude goi 1a phii canh nhé nhdt (Minimum edge cover). RO rang,

tap tat cad canh ctia mot do thi 1a mot pht canh.

Vi du 3.51. Xét do thi G sau:

Ta ¢6 {(a,b),(b,c),(b,e),(c,d),(c, f)} 1&a mét phi canh va {(a,b), (¢,d), (e, f)} 1a
mot phit canh nhoé nhat cia G.
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S6 canh trong mot phit canh nhé nhat ctia G dude goi 14 s6 phii canh (Edge cover
number) ctia G, k¥ hiéu p(G). Chang han, dd thi G trong Vi du 3.51 ¢6 p(G) = 3.
Do thi hai phia day du Ky, ¢6 p(Kp,) = maz(m,n).

Luuv 3 3.5. Bai todn phii canh nhé nhat (tim mot phit canh c6 ¢6 kich thuée nho
nhat) 1a mot bai todn tbi wu thudce Idp bai todn phi, va c6 thé giai quyét bang
mot thuat toan thoi gian da thiic.

3.7.7. Dé6i sanh

Cho do thi G = (V, E). Mot doi sanh® (Matching) trong G' 14 mot tip con cic
canh ctia G sao cho khong cé hai canh bat ky nao ctia né 1a ké nhau. Mot tap con
cdc canh clia G duge goi 1A mot doi sdnh cuc dai (Maximal matching) néu khong
thé thém bat ky canh nao vao né dé tao ra ddi sanh c6 s6 canh 16n hon, tic 1a né
khong chita trong bat ky mot déi sénh nao. Mot ddi sanh c¢é nhiéu canh nhat duge
goi 1a do6i sdnh I6n nhat (Maximum matching). R rang, ddi sanh 16n nhat 1a mot
d6i sanh cuc dai, tuy nhién ngudc lai thi khong ding. Trong mot do thi, déi sanh

16n nhat ¢6 thé c6 nhieu.

Vi du 3.52. Xét dd thi G sau day:

Ta c6 {(a,b), (e, f)} 1a mot ddi sanh, nhung {(a,b), (b, c)} khong phai 14 mot doi
sanh. Tap {(b,¢), (c, f)} 1a ddi sénh cuc dai nhung khong phai doi sanh 16n nhat.
Tap {(a,b), (e, f), (c,d)} 1a dbi sdnh 16n nhat.

S6 canh ctia mot ddi sanh 16n nhét ctia do thi G duge goi 1 s6 doi sdnh (Matching
number) ciia G, ki hiéu v(G). Chang han, d6 thi G ¢ Vi du 3.52 ¢6 v(G) = 3.

Ménh dé 3.31. Néu M, va My la hai doi sinh cuc dai thi |My| < 2|M,| hodc
| M| < 2| M.

Dinh 1y 3.32 (Gallai, 1959 [3]). Trong mét do thi bat ky khong cé dinh co lap,

tong s6 doi sanh va s6 phi canh la bang sé6 dinh cia do thi.

8 Bdi todn phi tdp (Set cover): cho mot tap vii tru U = {1,2,...,m} va mot ho S céc tdp con clia U sao cho
US = U. X4c dinh mdt ho con nhd nhat C C S sao cho |JC = U. Bdi todn quyét dinh phi tdp 1a mot bai
todn NP-day da, trong khi d6 bai todn téi wu phi tdp 1 mot bai todn NP-kho.

Mot tac gid con goi 1 cdp ghép, hay tdp canh doc lip-Independent edge set.
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Luu ¢ 3.6. Mot d6i sanh cuc dai ¢6 thé tim thdy bang mot thudt todn tham lam
don gian thoi gian da thitc. Ta biét rang mdt d6i sanh 16n nhat ciing 1a mot dbi
sanh cuc dai, do d6 ¢6 thé tim thay mot dbi sanh cuc dai 16n nhat trong thoi gian
da thitc. Tuy nhién, khong c6 thuit toan thoi gian da thitc dé tim thdy mot doi

sdnh cuc dai nhé nhdt (ddi sanh cuce dai cé it canh nhat).

3.7.8. Tap théng tri canh

Cho do thi G = (V, E). Mot tdp thong tri canh'® (Edge dominating set) ctia G 1a
mot tap con cac canh ctia G sao cho moi canh khong thudc né deu ké véi it nhat
mot canh trong né. Mot tap théng tri canh cé it canh nhat dudc goi 1a tdp thong

tri canh nhé nhat (Minimum edge dominating set).

Vi du 3.53. Xét do thi G nhu sau:

Ta c6 {(a,e), (c,d)} 1a mdt tap thong tri canh. Tap {(a,b), (a, ), (b, e)} khong phai
1a tap thong tri canh. Tap {(a,e), (c,d)} ciing 1a tap thong tri canh nhé nhat.

Dinh 1y 3.33 (Yannakakis and Gavril, 1980[14]). Trong mét do thi bat ky, mot

doi sdnh cuc dai la mot tap thong tri canh.

Dinh 1y 3.34. Trong mot do thi bat ky, kich thudc cia tap thong tri canh nhé nhat

va doi sdnh cuc dai nhé nhat la bang nhau.

Dinh ly 3.35 (Yannakakis and Gavril, 1980 [14]). Trong mét do thi bat ki, mot

doi sdnh cuc dai nhé nhdt la mét tdp thong tri canh nhé nhat.

Ménh dé ngudc lai ctia Pinh 1y 3.35 1a khong ding, ttc 1a mot tap thong tri canh
nhé nhit chua chic 13 mét dbi sénh cuc dai nhé nhat. Ching han, xét Vi du 3.53
ta c6 {(b,c), (b,e)} 14 mdt tap théng tri canh nhé nhat nhung khong phai 1 mot
déi sanh, va do d6 khong phai 1a mot dbi sanh cuc dai nhé nhat. Tuy vay, néu cho
truéec mot tap thong tri canh nhé nhat D thi dé dang tim duge mot ddi sanh cuc
dai nhé nhat gom | D | canh [14].

10Con duge goi 1a tdp théng tri dong-Line dominating set.
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Luu 9 3.7. Bdi todn quyét dinh tdp thong tri canh 1 bai toan NP-day du, va do dé6
bai todn tdp thong tri canh nhé nhdt 1a mot bai toan téi wu NP-khé. Yannakakis
va Gavril [14] chting minh rang bai todn tap théng tri canh nhd nhat van 1a bai
toan NP-day du trong truong hop do thi 1a hai phia v6i bac 16n nhat 1a 3 hay do
thi phéng véi bac 16n nhét 14 3.

3.8. Do thi Euler va d6 thi Hamilton

Muc nay gidi thiéu vé hai dang do thi dac biét 14 do thi Euler va do thi Hamilton.

3.8.1. D6 thi Euler

C6 thé xem nam 1736 1a nam khai sinh 1y thuyét do thi véi viée cong bo 10i giai
“bai todn vé cdc cau & Konigsberg” clia nha toan hoc 16i lac Euler (1707-1783).
Thanh phé Konigsberg thuéc Phé (nay goi la Kaliningrad thuéc Nga) dudc chia
thanh bén ving bang cdc nhanh soéng Pregel, cdc viing nay gom hai ving bén bd
song, ddo Kneiphof va mét viing ndm gitta hai nhanh ciia séng Pregel. Vao thé ky
18, ngudi ta xAy 7 chiéc cau ndi cdc ving nay véi nhau. C6 thé hinh dung so do

ctia thanh phé Konigsberg véi 7 chiée cau nhu sau:

It (
/.I (j 7

Hinh 3.5: Bdy chiéc cau & thanh phd Konigsberg va do thi tuong 1ing

Dan & thanh phé Konigsberg timg thac méc: “C6 thé nao di dao qua tat ca bay
chiéc cau, moi cau chi qua mét lan théi hay khong?”. Nhu vdy, néu ta coi moi ving
A, B,C, D nhu mét dinh va mdi chiéc cau qua lai hai ving 1& mot canh ndi hai
dinh thi ta c6 so do ctia Konigsberg 1a mot da do thi G nhu hinh trén. Khi dé bai
toan tim duong di qua tat ca chiée cau, mdi cau chi qua mot 1an c¢é thé duge phat
biéu lai theo m6 hinh dd thi nhu sau: “cé ton tai chu trinh don trong da do thi G
chita tat cd cdc canh hay khéng?” Euler chttng minh dugc khéng ton tai mot chu
trinh don trong do thi G nhu trén.
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3.8.1.1. Dinh nghia

Cho d6 thi G = (V, E). Mot dudng di don, di qua tat ca cdc canh ctia G duge goi
14 duong di Euler trong G. Trudng hop dudng di Euler c6 dinh cudi tring véi dinh
xuat phat thi dudc goi 1a chu trinh Euler. Nhu vay, chu trinh Euler 1 mot chu
trinh don qua tat ca cac canh. Do thi G dudc goi 1a do thi Fuler néu G c6 chia
mot chu trinh Euler, va goi 1a do thi nita Euler néu G c¢6 chita mot dudng di Euler.
R6 rang, do thi Euler 1a ntta Euler, nhung ngugc lai khéng ding. Pusng di Euler
c6 thé tim thay trong céc bai toan vui vé mot nét, d6 1a vé mot hinh nao d6 ma

khong nhac but khéi méat gidy va khong to lai canh nao hai lan.

A A

B — b
@’@ @’@ "@

G

Vi du 3.54. Xét cic do thi sau:

G

Ce)
(73

a

D6 thi G khong phai 1a do thi ntta Euler vi né khong chita mét duong di Euler
nao. Do thi G 1a do thi nita Euler nhung khong phai do thi Euler vi né cé chita
mot dudng di Euler, chang han duong di P = [va, vy, vs, v4, U1, U3, V2, vy, v3]. DO thi
G3 1a d6 thi Euler vi né c¢6 chtta mot chu trinh Euler (c6 thé xuat phat tit bat ky
dinh nao trong G5 ching ta luon di qua tat cd cac canh, mdi canh ding mot lan

va quay trd lai dinh xudt phat).

3.8.1.2. Mot sb diéu kién can va da

Diéu kién can va di dé mot dd thi 1a do thi Euler duge Euler tim ra vao nam 1736
khi 6ng giai quyét bai toan héc biia noi tiéng bay chiée cau ¢ thanh phd Konigsberg
va day cling chinh 1a dinh 1y dau tién cta Iy thuyét do thi. Dau tién, ching ta tim

hiéu trén cac dd thi vo hudng.

Bé dé 3.2. Cho G lda mot do thi vo hudng lién thong. Néu bic méi dinh cia G
khong nhé hon 2 thi G chita it nhdat mét chu trinh don.

65



Chitng minh. R6 rang, néu G c¢6 canh boi hodc khuyén thi khing dinh cta b dé
14 hién nhién. Vi vay, gid st G 1a mdt don dd thi. Goi v 1& mot dinh bat ky ctia G.
Ta sé xay dung theo quy nap mot duong di nhu sau:

trong d6 dinh v; 1a ké véi dinh v, dinh v; 1 (i > 1) ké v6i dinh v; nhung v; 41 # v;_1 (ludn
chon dugc vi deg(v;) > 2 v6i moi v; cia G) va vg = v. Vi G hitu han, nén sau mot
s6 hitu han budc ta phai quay trdé lai mot dinh da chon truée dé. Goi k 1a sé nguyén
duong dau tién dé vy, = v; (0 < i < k). Khi d6, duong di v, vig1, ..., 051, 0% 12

mot chu trinh don can tim. [

Mot s6 do thi quen thuoc 1a do thi Euler: do thi day du K, véi n 18, cic do thi

déu bac chan, do thi vong, do thi hai phia day dt K,,, v6i m,n chan.

Dinh 1y 3.36 (Euler, 1736). Do thi vé hudng lién thong G la do thi Euler khi va

chi khi moi dinh cia G déu cé bic chan.

Chaing minh. Gia st G 1a do thi Euler. Suy ra, ton tai mot chu trinh Euler P trong
G. Biét rang mdi lan chu trinh P di qua mo6t dinh nao d6 ctia G thi bac ctia dinh
dé tang lén 2. Mat khéac, mdi canh ctia G déu xuat hién trong P ding mét lan. Do
d6 mdi dinh ctia G déu cé bac chan.

Gid st moi dinh ctia G déu cé bac chan. Tu day va gid thiét G lién thong, suy ra
mdi dinh ctia G ¢6 bac khéng nhé hon 2. Khi d6, theo B dé 3.2 G phai chita méot
chu trinh don C. R6 rang, néu C di qua tat ca cic canh clia G thi né chinh 14 chu
trinh Euler. Gid st C' khong di qua tat ca cdc canh cia G. Khi dé, loai bo khoi
G cic canh thuoc O, ta sé thu duge mot do thi méi H (khong nhat thiét 1a lién
thong). Suy ra, s6 canh trong H it hon trong G' va méi dinh ctia H van c6 bac
1a chan. Theo gia thiét quy nap, trong moi thanh phan lién thong ctia H déu tim
duge chu trinh Euler. ]

Hé qua 3.8. Do thi vé hudng lién thong G la nia FEuler (nhung khong phdi Euler)
khi va chi khi G c¢o ding hai dinh bac lé.

Chiing minh. Gid st G 1a ntta Euler. Suy ra ton tai mot duong di Euler trong G
tit dinh w dén dinh v. Goi H 1a d6 thi thu dudc tit G bang cdch thém vio canh
(u,v). Khi d6 r6 rang H 1a do6 thi Euler. Theo Dinh 1y 3.36 suy ra moi dinh ctia
H déu c6 bac chan, ké ca hai dinh u va v. Diéu nay c6 nghia trong G hai dinh u

va v 1a dinh béc 18 duy nhét.
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Gi4 sit G ¢6 ding hai dinh béc 1& u va v. Goi H 1a dd thi thu duge tit G bang cach
thém vao canh (u,v). Khi d6 moi dinh ctia H déu c6 bac chan. Suy ra H 1a do thi
Euler theo Pinh 1y 3.36. B6 canh (u,v) da thém vao ra khoi chu trinh Euler trong
H ta c6 dugc dusng di Euler tit v dén v trong G, hay G 1a ntta Euler. ]

D6 thi hai phia day di K, 1a nita Euler khi m = 2 va n 18, hodc m 1& va n = 2.
V6i do thi c6 huéng chiing ta ciing c6 cac dicéu kién can va du cho do thi Euler va

nita Euler.

B& dé 3.3. Cho G la mot do thi ¢6 hudng lién thong. Khi dé néu bic vao va bic
ra cta moi dinh cia G khong nhé hon 1 thi G chia chu trinh don.

Dinh 1y 3.37. Do thi cé hudng lién thong manh G la do thi Euler khi va chi khi

moi dinh cia G déu cé bac vao bang bac ra.

Chiing minh. Diéu kién can chiing minh tuong tu Dinh 1y 3.36. Diéu kién du suy
ra tu O]

Chimg minh ctia Bo dé 3.3 va Dinh 1y 3.37 1a tuong tu nhu Bo dé 3.2 va Dinh Iy
3.36.

Vi du 3.55. D6 thi c6 huéng lién thong manh sau 1a do thi Euler theo Dinh Iy
3.37:

Véi chu trinh Euler: C' = [vq, v4, v5, Vo, v3, U5, V1]

Hé qua 3.9. Do thi ¢ hudng lién thong yéu G = (V, E) la nia Euler (nhung
khong phdi Euler) khi va chi khi ton tai hai dinh x vd y sao cho:

deg™(z) = deg™(x) + 1, deg™(y) = deg™ (y) + 1,
deg®(v) = deg™ (v), Vv € Vv £ z,v £y

Chiing minh. Chitng minh tuong tu nhu Hé qua 3.8. ]
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3.8.1.3. Thuat toan Fleury

Ta c6 thé vach dude mot chu trinh Euler trong dd thi vé huéng lién thong G ¢6

béac ctia moi dinh 1& chan theo Thuat todn Fleury sau day.

Thuat toan 3.8 Thuadt toan Fleury

Vao: D6 thi vo huéng lién thong G = (V, E) v6i moi dinh ctia G déu c¢6 bac chan.
Ra: Mot chu trinh Euler.

Phuong phap:

Budc 1. (Khdi tao) Xuat phéat tit mot dinh bat ky v ciia G.

Buéc 2. (Lap) Tt dinh v ta di theo cdc canh lién thudc ctia né mot cach tuy y
chi can tuén tha hai quy tic sau:

(1) Mai khi di qua mot canh nao thi xoa né di, sau dé xod dinh co6 1ap néu coé.
(2) Khong bao gio di qua mot cau, trit phi khong con cdch di nao khéc.

Budc 3. (Két lugn) Cac canh theo thit tu da x6a chinh 14 mot chu trinh Euler can
tim.

Vi du 3.56. Tim chu trinh Euler ctia do thi G sau:

(o

V1 Yy Vs Vg

Budc 1: xuat phat tit dinh v; c6 thé di theo canh (vy,v4) hodic (vy,v3), gid sit 1a
canh (v1,vy4) (x6a canh (v, vy4)).

Budc 2: tit dinh vy c6 thé di theo mot trong cac canh (v, vs), (v4, v2), (v4, v3), gid
stt 1a canh (vy, v5) (x6a canh (v4,vs)).

Budc 3: tit dinh vs c6 thé di theo mot trong cac canh (vs, vs), (vs, vg), (vs, v7), gid
st 1a canh (vs, vs) (x6a canh (vs, vs)).

Buée 4: tit dinh vg, di theo canh (vg, vg) (x6a (vs,vg) va dinh vg).

Budc 5: vi (vg,v3) 14 cau nén c6 thé di theo mot trong hai canh (v, vs), (ve, v7),
gia st 1a canh (vg, v5) (x6a canh (vg, vs)).

Buée 6: di theo (vs,v7) (x6a canh (v, v7) va dinh vs).

Bu6e 7: di theo (vr,vg) (x6a canh (vr,vg) va dinh vy).

Buocs 8: tiép tuc di theo canh (vg, v3) (x6a canh (vg,v3) va dinh vg).

Bude 9: vi (v3,v1) 1a cau nén di theo canh (v3,vy) hodc (vs,v9), gid sit 1a canh
(v3,v4) (x6a canh (vs,vy)).

Bude 10: tiép tuc di theo (vy,v7) (x6a canh (v4,ve) va dinh vy).
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Bude 11: theo canh (vy,v3) (x6a canh (vy,v3) va dinh vy).
Bu6e 12: Cudi cing di theo canh (v3,v1) (x6a canh (vs,v1), dinh vz va dinh vy).

Nhu vy mot chu trinh Euler 1& C' = [vq, v4, v5, vs, g, Vs, U7, Vg, U3, Vg, Vg, U3, V1]

3.8.1.4. Bai toan ngudi dua thu Trung Hoa

Bai todn ngusi dua thu Trung Hoa (Chinese postman problem) duge dua ra béi
nha todn hoc Trung Hoa Mei-Ku Guan lan dau tién vao nam 1962. Bai todn nay
duoc phét bicu 1a: “mét ngudi dua thu zudt phdt t buu dién phdi dén mét sé con
duong dé phdt thu roi quay trd ve diém zudt phdt. Héi nguoi dé phdi di nhu thé
nao dé sé duong di la it nhat”.

Bai todn nay cé thé giai bang phuong phap dd thi nhu sau: dung moét do thi lien
thong G ¢6 cac canh tuong ng véi cac con duong ma ngudi dua thu phai di qua.
Khi d6 di tim mo6t hanh trinh ngan nhét ctia do thi G.

Xét hai truong hop:

e G 1a d6 thi Euler (moi dinh déu c6 bac chan). Khi d6 theo Dinh 1y Euler 16
rang chu trinh Euler trong G chinh 14 hanh trinh ngén nhét can tim.

e G c6 mdt sb chan dinh bac 1é. Khi d6 moi hanh trinh trong G phai di qua it
nhat hai lan mot sé canh nao dé. R6 rang mot hanh trinh qua moét canh nao
dé qué hai 1an thi khéng phai 14 hanh trinh ngén nhét trong G. Vi vAy chi
can xét nhitng hanh trinh 7' di qua hai lan mdt s6 canh nao dé ctia G. Ta quy
udc moi hanh trinh 7' trong G 14 mdt hanh trinh trong do thi Euler G, 1a do
thi c6 duge tit G bang cach vé thém mot canh song song dbi véi nhitng canh
ma T di qua hai lan. Khi dé bai toan ngudi dua thu Trung Hoa cé thé dua
ve bai todn sau: “trong sb cdc do thi Euler G, tim do thi c6 s6 canh it nhat
(chu trinh Euler trong d6 thi nay chinh la hanh trinh ngan nhéat can tim)”.

Trong truong hop nay, bai toan cé thé giai dua vao dinh 1y sau day.
Dinh 1y 3.38 (Goodman va Hedetniemi, 1973). Néu G la mot do thi lién thong
¢6 q canh thi hanh trinh ngdn nhat trong G cé chiéu dai

q+m(G)

trong dé m(G) la s6 canh ma hanh trinh di qua ding hai lan va duge xdc dinh nhu sau:
Goi Vo(G) la tdp hop cdc dinh bic lé cia G, gid st ¢ 2k dinh nhu vdy. Ta phan
hoach 2k dinh nay thanh k cdp, trong dé moi tdp hop k cap duoc goi la mot phdn
hoach cip P; cia Vo(G). Ky hiéu dpin(u,v) ld dé dai duong di ngdan nhat tu dinh

69



w dén dinh v. Khi dé
m(G) = min(d(F;))

vdi d(P;) = 32y ep, Amin(u,v) (goi la do dai duong di ngdn nhat ciia phdan hoach
P;).

Vi du 3.57. Giéi bai toan ngudi dua thu Trung Hoa cho béi do thi G nhu sau:

D6 thi G khong phai 1a do thi Euler. Do dé ta st dung Dinh 1y Goodman-
Hedetniemi dé tim hanh trinh ngan nhat trong G. S6 canh ciia G la ¢ = 15
va tdp cac dinh bac 16 1a Vo(G) = {b,g,h,k}. C6 3 cadch phan hoach tap Vo(G)
thanh 2 cap nhu sau:

P ={(b,g),(h,k)}, v6i d(P1) = d(b,g) + d(h,k) =4+1=5

Py ={(b,h),(g,k)}, v6i d(Py) = d(b,h) +d(g,k) =2+ 1=

Py ={(b,k),(g,h)}, v6i d(P3) = d(b, k) +d(g,h) =3+ 2 =

Nhu vay m(G) = min(d(P1), d(P,),d(Ps)) = 3. Suy ra hanh trinh ngan nhat trong

G c6dddailag+m(G)=15+3 = 18.

Vé d6 thi Gp tit G bang cdch thém vao 3 canh (b,4), (i, h) va (g, k). Lic nay Gr
13 dd thi Euler va hanh trinh ngdn nhat can tim 1a di theo chu trinh Euler trong
Gr, chang han C = [a,b, ¢, d, e, f, k, g, k,e,c,j, k, h,j,i,h,i,b,i, al.

Vi du 3.58. Giai bai toan ngudi dua thu Trung Hoa cho bdi do thi G nhu sau:
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D6 thi G khong phai 1a do thi Euler. Do dé ta st dung Dinh 1y Goodman-
Hedetniemi dé tim hanh trinh ngdn nhét trong G. S6 canh ciia G la ¢ = 8 va
tap cac dinh bac 1é 1a Vo(G) = {b,c, e, f}. C6 3 cach phan hoach tap V5(G) thanh
2 cap nhu sau:

P =A{(b,0),(e, f)}, v6id(P) =d(b,c)+d(e,f)=1+1=2
Py ={(b,e), (c, )}, v6i d(Po) = d(b,e) +d(c, f) =1+ 1 =2
Py ={(b, f), (c,e)}, v6i d(Ps) = d(b, f) +d(c,e) =2+ 2 = 4.
Nhu vay m(G) = min(d(Py),d(P), d(Ps)) = 2. Suy ra hanh trinh ngan nhét trong

G c¢6 do daila ¢ +m(G) =8+ 2 = 10.
C6 hai hanh trinh ngin nhat 10 canh nhu thé:
(1) V& thém 2 canh phu (b, c) va (e, f) vao do thi G:

D6 thi méi 14 do thi Euler va khi d6 chu trinh Euler trong do thi méi nay chinh la
hanh trinh ngin nhat can tim: C' = [a,b, ¢, d, f,e,b,c, f, e, al.
(2) V& thém 2 canh phu (b,e) va (c, f) vao do thi G:

D6 thi méi 14 do thi Euler va chu trinh Euler trong do thi méi nay chinh 1a hanh
trinh ngan nhat can tim: C = [a,b, ¢, d, f,c, f,e,b, e, al.

3.8.2. D6 thi Hamilton

Nam 1859 nha toan hoc ngusi Ailen William Rowan Hamilton (1805-1865) dua ra
tro choi di vong quanh thé gidi nhu sau “cho mot khéi thap nhi dién déu (khdi cé
12 mat, 20 dinh va 30 canh), trong d6 moi dinh ctia khéi tén moét thanh phd noi
tiéng va mdi canh ctia khdi (ndi hai dinh) 1a duong di lai gifta hai thanh phd tuong
tmg. Xuat phat tit mot thanh phd, hay tim dudng di thim tat cd cdc thanh phd
khéc, moi thanh phd chi mét lan r6i quay tré vé thanh phd ban dau”.
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Truéc Hamilton, c6 thé 1a tit thoi Euler, ngudi ta ciing da biét dén mot cau dd héc
bia vé duwong di ciia con ma trén ban cd nhu sau “cho ban c¢d ¢6 8 x 8 6 vuong.
Hay tim duong di ctia con ma qua tat ca cdc 6 clia ban c¢d, mdi 6 chi mot lan roi
tré ve 6 xuat phat”. Day 1a bai toan dude nhiéu nha toan hoc quan tam, dic biét
la Euler, De Moivre, Vandermonde, ...

Chinh tro choi va cau dé trén da dan t6i viec khao sat mot 16p do thi dac biét co

tén goi do thi Hamilton.

3.8.2.1. Dinh nghia

Cho d6 thi G = (V, E). Mot duong di so cAp qua tat ci cdc dinh clia G dude goi
1& duong di Hamilton. Truong hop duosng di Hamilton c6 dinh cudi cting tring véi
dinh xuat phat thi dudc goi 1a chu trinh Hamilton. Nhu vy, chu trinh Hamilton
1a mot chu trinh s6 cAp qua tat ca cac dinh. Do thi G dude goi 1a do thi Hamilton
néu né c6 chtta mot chu trinh Hamilton va goi 1a do thi nia Hamilton néu né cé
chita mot duong di Hamilton.

R6 rang, do thi Hamilton 1a do thi nita Hamilton, tuy nhién ngudc lai khong
ding. Cé thé thay ngay, do thi day dt K3 1a do thi Hamilton va K 14 dd thi ntta

Hamilton.

Vi du 3.59. Xét cic do thi sau:

b)) @‘@ ()

Gl G2 G3

Do thi G khong phai nita Hamilton, do thi G 1a ntta Hamilton (duong di Hamilton

P = [v4,v1,v3, 12]) va do thi G5 1a Hamilton (chu trinh Hamilton C' = [vy, v9, v3, v4, v1]).
Dé thiy, néu G la dd thi Hamilton thi G khong c¢6 diém khép va mdi dinh c6 bac
khong nho hon 2.

C6 thé thay, duong di Hamilton gan nhu tuong tu dudng di Euler trong cach phat
biéu. Tuy nhién, néu nhu bai toan tim duong di Euler trong mo6t dd thi da duoc
gidi quyét tron ven, dau hiéu nhén biét mot do thi Euler 1 khé don gidn va dé st
dung thi cdc bai toan tim dudng di Hamilton va x4c dinh d6 thi Hamilton lai khé
hon rat nhiéu. Cho dén bay git viéc tim mot tiéu chuan nhan biét do thi Hamilton

van con 1a md, mac du day 1a mot van dé trung tAm cta 1y thuyét do thi. Phan
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16n céc két qua thu duge chi 14 mot vai diéu kién di dé nhan biét mot 16p rat nhéd
cac do thi Hamilton va do thi ntta Hamilton. Phan 16n ching déu c6 dang “néu do
thi G c6 56 canh di lon thi G la Hamilton”. Va do dé cling chua cé thuét toan hiéu

qué nao dé kiém tra mot do thi cé phai 1a d6 thi Hamilton hay khong.

3.8.2.2. M6t sb tinh chat cd ban
Dinh 1y 3.39 (Rédei). Do thi cé hudng day di la do thi nia Hamilton.

Chitng minh. Xét do thi c6 huéng day di G. Ta chting minh bang qui nap theo sb
dinh n ctia G. Pinh 1y 14 hién nhién cho truong hop n = 1,2. Gia st dinh 1y ding
voin =k (k> 3). O day gid stt G ¢6 k + 1 dinh. Xay dung d6 thi H tit G bang
cach bé di mot dinh a va cac canh lién thudc v6i a. R6 rang, H con lai k& dinh va
ciing 14 do thi day du, nén theo gia thiét qui nap H 1a do thi nta Hamilton. Gia
st duong di Hamilton trong H 1a P = [v1, vy, ..., vg]. Khi d6, x4y ra céc truong
hop sau:

e Néu trong G ¢6 cung (vy, a) thi duong di (P, a) sé 1a dudng di Hamilton trong G.
e Néu trong G c6 cung (a,v;) thi duong di (a, P) sé 1a duong di Hamilton trong
G.

e Con ngudgc lai G ¢6 cdc cung nguge huéng nhau (a,v) va (v, a). Khi d6 sé phéi
c6 it nhat mot cip cung sat nhau nhung nguge huéng nhau 14 (v;, a) va (a,vii1)
(1<i<k-1):

V1 o
@ -—-mmmmmme- :}‘l'\-\_
v:'k\N \
- e
Virl Va
Khi d6 duong di P = [vy,v9,...,0;,a,Vit1, ..., 0] & duong di Hamilton trong G.
Tém lai G ludn 14 do6 thi nita Hamilton. O

Chiing minh cta Dinh 1y Rédei cting chinh 1a thuat todn tim duong di Hamilton
trong do thi day du c6 huéng. Van dung thuat todn nay ching ta sé tim dugc ngay
duong di Hamilton trong do thi c6 huéng day du Ks.

Béay git chiing ta tim hiéu mot sé diéu kién di ciia dd thi nita Hamilton va Hamilton.

Dinh 1y 3.40 (Dirac, 1952). Don do thi vé hudng cé n > 3 dinh, vd bic ciia moi
dinh khéng nhé hon n/2 la do thi Hamilton.
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T Dinh 1y Dirac suy ra ngay moi do thi day du K, c6 nhiéu hon 2 dinh 13 do thi
Hamilton. Xét do thi G5 ¢ Vi du 3.59. Ta c¢6 G5 1a d6 thi Hamilton theo Dinh ly

Dirac.

Ménh dé nguge lai ctia Pinh 1y Dirac 1a khéng ding, ching han do thi sau.
Vi du 3.60. Xét do thi Hamilton G nhu sau:

a B

bPinh a cta G ¢6 deg(a) = 2.

Hé qua 3.10. Don do thi vo6 hudng cé n > 3 dinh, va bac ciia moi dinh khéng nhé
hon (n —1)/2 la do thi nita Hamilton.

Vi du 3.61. Do thi sau la do thi ntta Hamilton theo Hé qua 3.10:

Véi duong di Hamilton P = [vy, ve, vg].

Dinh ly 3.41 (Ore, 1960). Don do thi vé hudng cé n > 3 dinh, va tong bic clia
hai dinh bat ki khong ké nhau luén khong nhé hon n la do thi Hamilton.

Xét do thi Gz 6 Vi du 3.59. Ta ciing ¢6 G3 1a do thi Hamilton theo Dinh 1y Ore.
Ménh dé ngudc lai ctia Dinh 1y Ore 14 khéng ding, chdng han do thi Hamilton G
trong Vi du 3.60 c6 deg(a) + deg(d) = 4.

Dinh 1y 3.42. Do thi hai phia G = (X UY,E) ¢6 |X|=1|Y|=n (n>2), vd bdc

ctia moi dinh 16n hon n/2 la mot do thi Hamilton.

Nhu viy cdc do thi hai phia day du K,,,, véi n > 2 déu 1a cic do thi Hamilton.

Déi v6i do thi ¢ huéng ching ta cling ¢ mot diéu kién di nhu sau.

DPinh 1y 3.43 (Dirak tong quat). Do thi cé hudng lién thong manh cé n > 3 dinh

vd bdc vao, bac ra cia moi dinh khong nhé hon n/2 la do thi Hamilton.
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Dinh 1y 3.44 (Meyniel, 1973). Do thi lién thong manh cé n dinh sao cho tong béc
ctia hai dinh khong ké nhau khéng nhé hon 2n — 1 la do thi Hamilton.

C6 mot s6 dang dd thi ma ching ta cé thé biét khi nao né 1a dd thi Hamilton,
ching han d6 thi ddu loai. Do thi ddu loai 1a mdt do thi cé huéng sao cho gitta hai
dinh bat ky luon dude ndi v6i nhau béi ding mét cung. Do thi nay dude dung dé
bicu dién két qua thi diu ctia cc tro choi (nhut béng chuyén, béng ban, ...) nhung

khong cho phép hoa. Tén dau loai xuat hién 1a vi ¥ nghia doé.

Dinh ly 3.45. (1) Do thi dau loai la nia Hamilton.
(2) Do thi dau logi lien thong manh la Hamilton.

Vi du 3.62. Xét cac do thi c6 huéng sau:

Ta c6 D5 1a do thi dau loai, Dg 1a do thi dau loai lién thong manh.

Thuat toan liét ké tat cd cadc chu trinh Hamilton ctia do thi dudc xdy dung dua
trén co sé thuédt toan quay lui. Trudng hop do thi khong c6 qua nhiéu canh thi
thudt toan nay cé thé st dung dé kiém tra xem do thi c¢6 phai 1a Hamilton hay
khong.

3.8.2.3. Bai toan ngudi du lich

Bai todan ngudi du lich con duge goi 1a bai todn ngusi ban hang rong (Travelling
Salesman Problem-TSP). Day la bai toan noi tiéng duge phat bi¢u bsi nha toan hoc
William Rowan Hamilton vao thé ky 19, thudc mot trong nhitng bai todn nghién
citu sdu nhat trong t6i wu hoéa. N6 thuong dude dung lam thuéc do cho nhicu
phuong phép t6i wu héa. Nhiéu nha todn hoc néi tiéng da tham gia nghién citu bai
toan nay nhu William Rowan Hamilton, George Dantzig, Delbert Ray Fulkerson,
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.. Bai todn nay da dugc nha todn hoc Richard M. Karp chting minh la NP-day du
vao nam 1972. Biéu nay chinh 1a mot 1y gidi toan hoc cho su khé khén trong viéc
tim kiém 101 gidi. Bai todn ndi tiéng nay duge phat biéu nhu sau: “Gia st c6 n
thanh phd véi chi phi tit thanh phd ¢ dén thanh phd jla ¢;; >0 (i,5 = 1,2,...,n).
Mot ngudi du lich xuat phat tit mot thanh phé nao dé mudn téi tham n — 1 thanh
phé con lai sao cho mdi thanh phd dén ding mot lan, roi quay vé thanh phd ban
dau. Hoi ngusi du lich nén di theo trinh tu nhu thé nao dé chi phi 1a nhé nhat (&
day chi phi gitta hai thanh phd cé thé hiéu 1a cu ly thong thuong hodc thoi gian
can di hodc chi phi ctia hanh trinh, ...).
Bai toan ngudi du lich ¢6 thé mé hinh héa bang dd thi nhu sau: xét dd thi day du
c6 huéng, cb trong s6 khong am G = (V, E,c) v6i V = {vy,v9,...,v,} tuong ting
moi thanh phd i véi dinh v, va c(v;,v;) = ¢;; v6i moi i,j = 1,2,...,n. O day c6
the ¢;; # c;;. Tim mot chu trinh Hamilton c¢6 trong s6 nhd nhat trong do thi G.
Bai toan nay da 6 10i gidi bang cach st dung phuong phdp nhdnh cin. Y tudng cia
phuong phap nay 1a, gia sit trong mot tap hitu han cadc phuong an ctua bai toan, ta
phai chon ra dude mot phuong an tbi wu theo mot tiéu chuan nao d6 (thi du lam
cho ham muc tiéu dat gi4 tri nhoé nhat). Ta sé tim cach phan chia tdp phuong an
dang xét thanh hai tap con khong giao nhau. Vi mdi tap con nay, ta sé tinh “can
dudi” (chan dudi di tét) clia cdc gid tri hAm muc tiéu ing véi cdc phuong an trong
d6. Mang so sanh hai can dudi vita tinh duge, ta cé thé phan dodn xem tép con
nao cé nhiéu trién vong chita phuong an t6i wu va tiép tuc phan chia tadp con dé
thanh hai tap con khac khong giao nhau, lai tinh cac can duéi tuong tng, ... Lap
lai qué trinh nay thi sau mot s6 hitu han budc, cudi ciing sé dude mot phuong 4n
tbt, n6i chung 13 t6i wu. Néu khong thi 18p lai qué trinh phéan chia dé kiém tra va
sau mot vai bude, ta sé dugc phuong an t6i wu. Ngudi ta thudng mé td qué trinh
phan chia d6 bang mot “ciy c6 gbc” ma gdc sé tuong trung cho tap toan bo céc
phuong 4n, con cac dinh & phia duéi lan ludgt tugng trung cho céc tdp con trong
qué trinh “phan nhanh nhi phan”. Vi vay, phuong phap nay mang tén nhanh can.
R6 rang, néu khoéng xdc dinh thanh phd xudt phat thi c6 n! hanh trinh, trong
d6 mdi hanh trinh tng v6i mot hodn vi ndo dé ctia tap {1,2,...,n}. Con néu
cho truéc thanh phd xuat phat thi cé tat cd 1a (n — 1)! hanh trinh. Gid st h =
(m(1),7(2),...,7(n),n(1)) (v6i 7 1]a mot hoan vi) la mot hanh trinh qua cac thanh
phd (1), 7(2),...,m(n) theo thit tu d6 roi quay vé m(1). Khi d6, ham muc tiéu
f(h) = criym@ + Cr@n(3) T+ Cr(n-Dym(n) T Crmyn() = D Cij
(i,4)€h

sé biéu thi chi phi ctia hanh trinh h, trong dé (i, j) ky hiéu mot chang dudng trong hanh

trinh h, titc mot cip thanh phé ké nhau trong h.
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Ma tran thu dugc tit ma tran trong sb khong am C' = (c;;) bang cach trit di céc
phan ti trong mdi dong (tuong ting cdt) vdi phan tit nhé nhat tuong tng ciia dong
(cot) d6 duge goi 1a ma tran it gon cia ma tran C. Quéa trinh tao ra ma tran rit
gon dudc goi 1a rit gon. Tong cac phan tit nhé nhat dem trit di trong qua trinh
rit gon dude goi 14 hang sé rit gon.

Nhu viy, ma trdn rit gon ciing khong 4&m va cé it nhat mot s6 0 trén mdi dong va

cot. C6 thé thay ma tran rit gon la khong duy nhét.

Vi du 3.63. Xét ma tran sau:

O =

© e =
0 O N
- ot W

Qué trinh rat gon ma trdn C' dan dén ma tran riat gon C' 1a:

01 2

12 3|1 00 2
02 1 X

C=4 6 5|4 = =C'=|011
2 1 0

9 8 7|7 2 00
01 0

Véi hang s6 it gon 1a s = 1 +4 + 7+ 1 = 13. Chiing ta ciing c6 thé rit gon ma
tran C theo cach khac:

1 2 3
L6 s 0 0 00 000
C = = 3 4 2|2 =Cl=1120

9 8 7
———— 8 6 414 4 2 0

1 2 3

V6i hang s6 riat gon 1a s = 1+ 243+ 2 +4 = 12. Ngudi ta chiing minh dude qué
trinh tinh to4n trén ma tran ban dau C' c¢é thé thay bang qué trinh tinh todn trén

ma trén it gon dé dude don gian hon.

Ménh dé 3.46. Phuong dn toi wu xét trén ma trdn trong s6 ban dau C = (c;;)
cing la phuong dn toi wu xét trén ma tran rit gon, va ngudc lai.
Nhu vay néu ky hiéu f*(h) = cfj la gia tri ham muc tiéu tng v6i ma tran rit

(i.5)€h
=1,2,...) va s¥ 13 hang s6 rit gon, thi ta c6

gon (lan thit k) C* = (cfj) (k

f(h) = f*(h) + s*.

Ro rang f*(h) > 0 nén s* 1a can dudi cho f(h).
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Qué trinh phan nhénh c¢é thé dude md td qua mo ta hinh hoc ctia phuong phap
nhanh can nhu sau, trong dé qua trinh phan hoach tap cac chu trinh thanh cac

tap con khéng giao nhau duge mé ta hinh hoc bang mot cay véi cic dinh giao béi

cdc cap cho phép (i, ) va cap khong cho phép (i, 5) (ttic cam di lai gitta thanh pho
i va thanh phd j):

()
(@) @

Thuat toan sit dung cac ky hiéu sau day:
« X :la dinh titr d6 bat dau tién hanh phan nhanh
e Y: 1A tdp chita céc dinh (i, ) c6 trien vong ciia nhanh

« Y:1a tap chita cac dinh (4, j) ting v6i cip thanh phd cam di lai.

78



Thuat toan 3.9 Thudt todin Nhanh can gidi bai todn nguoi du lich
Vao: Ma tran trong s6 khong am C' = (¢;;) v6i 4,7 =1,2,...,n.
Ra: Chu trinh Hamilton véi chi phi nhé nhat.
Phuong phap:
Buéc 1. (Khdi tao) Dat k = 1. Tao ma tran rit gon C* tit ma tran trong s6 ban
dau C. Tinh hang s6 rit gon s*. Dit can dudi clia dinh ban dau X 1a w(X) = s*.
Buéc 2. (Ldp: zdc dinh cdp thanh phé dé ré nhdnh) Chon thanh phan dé dua vao
tap Y. D6 la chon céc cap (i, 7) sao cho cfj =0v6ii,j=1,2,...,nvai+#j. Vi

mdi thanh phan duge chon (i, 5) & trén, tinh: 0(i,j) = Min(ci‘;/) + Min(cﬁj)

J ¥ 1 1

X4c dinh 0(z,y) = Maz(0(i,5)). Suy ra (v,y) €Y va (x,y) € Y.

Buéc 3. (Tinh cin dudi cho Y) Dit can dudi cho Y 1a: w(Y) = w(X) + 0(z,y).
Budc 4. (Xdce dinh ma tran cut) Loai hang x, cot y (vi mdi thanh phd z chi di vao
mot 1an, thanh phd y di qua mot lan). Sau d6 dat ¢, = oo (cAm di tit thanh phd
y dén thanh phd x dé trdnh tao thanh chu trinh con). Ma tran thu dudc & budc
nay dudc goi la ma tran cut.

Buéc 5. (Tinh cin dudi cho Y, va kiém tra)

w(Y) = S .
) w(X) + s"1 ngugc lai, v6i s 14 hang s it gon.

{w(X ) néu ma trdn cut 14 ma tran riat gon

Trudng hop néu ma tran rat gon cé kich thuée 2 x 2 thi sang Bude 6, con khong
k =k + 1 va quay lai Buéc 2.

Buéc 6. (Kiém tra diéu kién t6i wu) Néu ddnh gid clia chu trinh kin khéng 16n
hon céc danh gid clia cdc tap dé phan nhanh thi chu trinh thu duge 1a tdi wu, con
ngugc lai néu ton tai it nhat mot tap véi ddanh gid nhé hon thi tiép tuc phan nhanh
tit tap v6i danh gid nhoé nhat dé.

Luu 4 3.8. (1) (Ngan chan hanh trinh con) Mét duong di hodc chu trinh Hamilton
khong thé chita chu trinh con véi sd canh tao thanh nhd hon n. Do d6 ta sé dit
ci = 00 v6i moi i = 1,2,...,n dé tranh céc khuyén. Truong hop néu cap (4,)
dugc chon thi ta dat c;?i = oo trong ma tran rit gon (véi i # j). Con néu da chon
(2,7), (7, k) van > 3 thi ta dat c?i = cgj =}, = o0. O day viée dit cfj = 0o tuong
duong véi viec xod 6 (i,7) trong bang hoiic xem (7, 7) 14 6 cAm, nghia 14 hai thanh
pho i va j khong dude ké nhau trong hanh trinh dinh kién thiét. O méi giai doan
ctia qué trinh déu phai tién hanh thi tuc ngan chin nay truée khi tiép tuc rit gon
ma tran.

(2) Can dudi ctia dinh cudi cling trong cAy phan nhanh chinh 1a d6 dai ctia hanh
trinh vita kién thiét. Néu can dudi ctia dinh nay khong 16n hon cc can duéi cia
moi dinh treo trén cdy phan nhanh thi hanh trinh dé 1a t6i wu. Con ngudc lai thi
phéi xudt phéat tit dinh treo nao c6 cdn dudi nhé hon dé phan nhanh tiép tuc va

kiem tra xem dieu kién 6 trén c6 thoa man khong.
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Vi du 3.64. Giai bai toan ngudsi du lich v6i ma tran trong s6 cho bai:

(oo 27 43 16 30 26
7 oo 14 1 30 25
20 13 o0 35 5 0

C =
21 16 25 oo 18 28
12 46 27 48 oo 5
\23 5 5 9 5 o©
Lan 1
« Riut gon
1 2 3 4 5 6
1loo 11 27 14 10| 16
211 oo 13 0 29 24| 1
6’1:3 15 13 oo 35 5 010
410 0 9 oo 2 1216
502 41 22 43 oo 0 | b
613 0 0 4 0 ool b
50 0 0 0 0

Vé6i hang s6 11t gons! =16+ 1+ 16+ 5+ 5+ 5 = 48. Dat w(X) = 48.
o Chon cap (i, ) dé phan nhanh: ¢}, = ¢}, = ¢l = ci; = cly = ¢k = by = b3 =
cgs = 0. Khi d6 tinh 0(1,4) = 10,0(2,4) = 1,0(3,6) = 5,0(4,1) = 1,0(4,2) =
0,0(5,6) = 2,60(6,2) = 0,0(6,3) = 9,6(6,5) = 2. Suy ra Max(0(,5))
0(1,4) = 10. Do d6 chon (1,4) la diém phan nhanh.

o Tinh w(1,4) =48 4+ 10 = 58.

o Loai hang 1, cot 4. Dit cl; = co. Ma tran thu dugc 1a:

1 2 3 5 6
1 oo 13 29 24
15 13 oo 5 0
oo 0 9 2 12
2 41 22 oo O
130 0 0 oo

S O = W N

Ma tran cut nay c6 kich thuée 5 x 5, va khong phai ma tran riat gon.

o Rt gon ma tran cut:

80



1 2 3 5 6
0 oo 12 28 23
15 13 o 5 0
oo 0 9 2 12
2 41 22 oo O
13 0 0 0 o0

C? =

S O = W N
o O O O =

Vé6i hang s6 11t gon s> = 1. Suy ra w(1,4) = 48 + 1 = 49.
Lan 2:

« Chon cip dé phan nhénh: ¢4 = ¢ = = =k =k = =0
va 0(2,1) = 14,0(3,6) = 5,0(4,2) = 2,0(5,6) = 2,0(6,2) = 0,0(6,3) =
9,0(6,5) = 2. Suy ra Max(6(i,j)) = 6(2,1) = 14. Do d6 chon (2,1) lam diém
phan nhanh.

o Tinh w(2,1) =49+ 14 = 63.

o Loai hang 2, cot 1. Dit 3, = co. Ma tran thu dugc 1a:

2 3 5
3113 oo 5
4100 9 2 12
5141 22 oo O
6/0 0 0 oo

Ma tran cut nay c6 kich thuée 4 x 4, khong phai ma tran rat gon.

e Rut gon ma tran cut:

2 3 5 6
3/13 co 5 010
C3=4loc0 7 0 102
5141 22 oo 0 |0
0 0 0 oo|0

Hang s6 it gon: s = 2. Suy ra w(2,1) =49 +2 = 51.
Lan 3:

o Chon cip dé phan nhanh: ¢35 = c¢ly = 3 = ¢y = g3 = g5 = 0 va

0(3,6) = 5,0(4,5) = 0,0(5,6) = 22,0(6,2) = 13,0(6,3) = 7,0(6,5) = 0.
Suy ra Maz(0(i,5)) = 0(5,6) = 22. Do d6 chon (5,6) lam diém phan nhéanh.

e Tinh w(5,6) = 51 4 22 = 73.

o Loai hang 5, cot 6. Dt cly = co. Ma tran thu duge la:
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2 3 5
3113 oo 5
oo 7 0
6|0 0 o

Ma tran cut nay cé kich thuée 3 x 3, cung khong phai ma tran rut gon.

o Rt gon ma tran cut:

2 3 5
ci_ 3|8 00 05
410 7 00
6/0 0 oo|0

Hang sb it gon: s* = 5. Suy ra w(5,6) = 51 + 5 = 56.
« Chon cip dé phan nhanh: ci; = ¢}z = chy = g3 = 0 va 0(3,5) = 8,0(4,5) =
7,0(6,2) =8,0(6,3) = 7. Suy ra Maxz(0(i,5)) = 0(3,5) = 8. Do d6 chon (3,5)
lam diém phan nhanh.

o Tinh w(3,5) = 56 + 8 = 64.

o Loai hang 3, cot 5. Dit cg3 = co. Ma tran thu dugc la:
2 3
4100 7
6] 0 oo

Ma tran cut nay c6 kich thuée 2 x 2, cing khong phai ma tran rat gon.

o Rt gon ma tran cut:

\2 3\ 2 3
4loc 7 |7=C~= 4|00 0
61l 0 o0l 0 6] 0 oo

Hang s6 rit gon: s° = 7. Suy ra w(3,5) = 56 4+ 7 = 63. Ma tran rit gon cé kich
thude 2 x 2, thudt todn dimg. Nhu vAy cudi cling ta thu dudc 6 cidp thanh phd
duge chon trong hanh trinh la:

(1,4), (2,1), (5,6), (3,5), (4,3), (6,2).
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Do d6 hanh trinh thu duge sé 1la hg = (1,4,3,5,6,2,1) v6i f(hg) = 63 la can dudi
ciia dinh cudi cling.

Tuy nhién can dudi ctia dinh cudi ciing 1a 63, trong khi dinh treo m c6 can dudi
14 58 (< 63), nén phai tiép tuc phan nhénh tai diém (1,4) dé kiém tra. Tuy viy
sau su phan nhénh tai diém nay thi moi dinh treo déu c¢6 cadn dudi khong nhé hon
63, nén c6 thé khang dinh rang hanh trinh hg = (1,4,3,5,6,2,1) 1a t6i wu.

o) day su phan nhanh tai diém m dugce thuc hién nhu sau: trong ma tran rut
gon C1 ta dit ci; = oo vi xem (1,4) 1a 6 cam. Khi d6 khong con 6(1,4) nita,
suy ra Max(0(i,j)) = 6(6,3) = 9. Lic nay chon (6, 3) lam diém phan nhanh. Nén
w(6,3) = 58 + 9 = 67. Dit cls = co. Rit gon ma tran véi hing sb rat gon 1a 15.
Suy ra w(6,3) = 58 + 15 = 73.

Tom lai cay loi giai ctia bai toan la:

Hinh 3.6: Cay loi giai cia bai todn nguoi du lich

3.9. Luéng cuc dai

Mot trong sb nhitng bai toan t6i wu trén do thi cé nhiéu ting dung trong thuc tién
ciing nhu nhitng tng dung thd vi trong t6i wu t6 hop 14 bai todn ludng cuc dai.
Bai toan nay dudce dé xuat vao dau nhitng nam 1950, gan lién véi tén tudi ciia hai

nha toan hoc My la Ford va Fulkerson.
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3.9.1. Mang van tai, ludng trong mang van tai

Mang vin tdi (Network) 1a mot do thi c6 huéng, cé trong s6, khong c6 khuyén
G = (V,E,c) trong d6 c6 duy nhat mot dinh s khéng c6 cung di vao goi 1a dinh
phdt (source), duy nhat mot dinh ¢ khong cé cung di ra goi 1a dinh thu (sink)
va ham ¢ : £ — RY gdn mdi cung e = (u,v) € E bdi mot s6 thuc khong am
c(e) = c(u,v) goi la khd nang théong qua (capacity) ctiia cung e. Truong hop e € E|
thi dé don gidn ngudi ta quy ude c(e) = 0,

Mang van tai nhu thé nay thuong duge ky hiéu lai 1a G = (V, E, ¢, s, t).

Vi du 3.65. Sau day la vi du don gidn vé mot mang van tai:

v6i dinh phat 1a s va dinh thu 1a ¢.

Cho mang van tai G = (V, E, ¢, s,t). Luong'! (hay luu higng-Flow) trong G 13 mot
ham s6 thuc f : E — R thda céc diéu kién sau:
(i) (Rang budc kha nang thong qua-Capacity constraint)
Vee E:0< f(e) < c(e)
(i) (Bdo toan luong-Flow conservation)
Vo € VA {s,t} 3 et [0, w) = X e v f(u,0),
trong d6 I'~(v) 14 ky hiéu tdp cdc dinh clia G ¢ cung dén dinh v va 't (v) 1a ky

hiéu tép céc dinh ctia G c¢6 cung tit dinh v dén né:

I'"(v) = {weV|(v,w) € E},
I'(v) = {ueVl|(u,v) € E}.

Gia tri f(e) dudc goi 1a ludng trén cung e. Dé don gian, ta xem f(e) = 0 néu cung
e F.

HCon duge goi 1a dong chdy.
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Nhu viy, diéu kién (i) c6 nghia luong trén mdi cung khong vuot qué kha ning
thong qua ctia né, diéu kién (ii) c6 nghia tong ludng trén cic cung di vao mot dinh
bang tong ludng trén cdc cung di ra khoéi dinh d6 (khéng tinh dinh phéat va dinh
thu). Dicu kién (ii) nay con dugc goi 1a diéu kién cin bing luong trén méi dinh.

R6 rang, mot mang van tai cé thé c6 nhiéu ludong f, va tong ludng trén céc cung di
ra tit diém phéat s bang tong ludng trén cac cung di vao diém thu ¢, va tong ludng

nay dudc goi 1a gid tri cia luong f, thuong ky hiéu value(f) hodc f(G).

value( f Zfsv qut

ve T (s) ue I'”

Thc la

Vi du 3.66. Duéi day la mot luong f trén mang van tai G 6 Vi du 3.65, trong d6

cac s6 ghi trén méi cung c6 y nghia: “kha niang thong qua (gid tri luong)”.

o

5(2) 4(0) 2(2)
3(3) b 3(3) .
[+,5,e2] [+,6,3]
3@ 2 4(0)
[+,5,3] ¢

Luodng f trén mang van tai G c6 gia tri 13 value(f) =2+ 3 = 5.

Luong trén cung e € E dudc goi 14 bdo hoa néu f(e) = c(e) va chua bio hoa néu
f(e) < c(e). Ludng c6 gid tri 16n nhat (maximum flow) trong mot mang van tai
dudce goi 1a luong cuc da.

Bai todan quan trong dugc dat ra la thiét két mang van tai sao cho luong qua mang
van tai tit dinh phat dén dinh thu dat duge gié tri 16n nhat. Nhu da néi & trén, day
14 bai toan t6i wu trén do thi cé rat nhiéu ing dung y nghia trong thuc tién ciing
nhu trong 1y thuyét t6 hop. Mot sb cac ting dung thuc tién ctia bai todn nay cb
thé ké dén nhu xéc dinh cuong d6 16n nhat cho phép trong mot mang dién, luong
dong chdy 16n nhat cho phép trong mdt mang song ngoai. Bai todn nay dudgc phét

biéu mot cach tuong minh nhu sau.

Bai toan 3.1 (Bdi todn luong cuc dai). Cho mang van tai G = (V, E, ¢, s, t). Hay
tim ludng f trong G sao cho gid tri luong value(f) 1a 16n nhat.

Sau day 1a mot sd bai todn luong cuc dai quan trong trong thuc tién.
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Vidu 3.67 (Mang giao thong). Xét mot mang giao thong G = (V, E, ¢, s,t), trong
d6 V la cac nut giao thong (nga ba, nga tu, ...), s la nit vao, ¢ 1a nit ra, doan
dudng gitta hai nit gan nhat dude goi 1a cung ctia G va s luong xe t6i da di dugc
trén doan dudng nay la kha ning thong qua ctia cung. Hay tim s luong t6i da cac
xe di tit ntit vio s qua mang dén nit ra ¢ sao cho khong gy tat nghén giao thong.

Day chinh 1a bai toan tim luéng cuc dai trong mang van tai giao thong dang xét.

Vi du 3.68 (Puong ong dan dau). Xét mot mang dudng ong dan dau G =
(V,E,c,s,t), trong d6 V 1a tdp céc nit giao nhau clia cic doan dudng éng, s
14 noi cung cap dau, t 1a noi tiép nhan dau, luong dau t6i da qua cac doan dudng
ong trong mot don vi thdi gian duge goi 1a kha nang thong qua ctia cung. Hay tim
luong dau t6i da ¢ thé bom trong moét don vi thoi gian dé dua dau dén noi tiép
nhan ¢ sao cho dau khong bi tran ra khoi noi cung cap dau s.

Day ciing chinh 1a bai todn tim luong cuc dai trong mang van tai duong éng dan

dau dang xét.

Dé gidi quyét bai toan trén ching ta can dén khai niém 14t cat va kha nang thong

qua cua lat cat trong moét mang van tai.

3.9.2. Dinh ly Ford-Fulkerson
Cho mang van tai G = (V, E). Mot ldt cat (Cut) ctia G 1a mot phan hoach (X,Y)
cuia Vsaochose X vateY.

Tong trong sb clia tat ca cac cung di tit mot dinh ciia X dén mot dinh cia Y dudc
goi 1a khd ndng thong qua cia ldt cdt (X,Y), ky hidu ¢(X,Y).
Mot cach hinh thic:

c(X,Y) = Z c(u,v).

ueX,veY
Lt cit c6 kha ning thong qua nhd nhat dude goi 1a ldt cdt nhé nhat.
Chang han xét mang tai G & Vi du 3.65 véi lat cat (X,Y) 1a X = {1,2,3,6} va
Y = {4,5} thi
c(X,Y)=1¢(2,5)+¢(3,4) +¢(6,5) =3+ 6+ 6= 15.

B6 dé 3.4. Gid tri cia luong cuc dai f trong mang vin tii G = (V, E) khong lon

hon khd ndng thong qua cia ldt cdt nhé nhat trong G.
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Dua vao Bo dé 3.4 ching ta c6 thé chimg minh duge rang ludng cuc dai va 14t cit
nho nhat trong mot mang van tai (hitu han) G = (V, E) bat ky ludn ton tai.

Tuy vy ndm 1956 Ford va Fulkerson da chting minh dude mot khang dinh manh
hon khang dinh nhan dude trong B dé 3.4. D6 1a két qua sau day.

Dinh 1y 3.47 (Ford & Fulkerson, 1956). Gid tri luong cuc dai trong mot mang

vin tdi bang khd ndng thong qua ciia ldt cdt nhé nhat trong mang vdn tdi do.

Néu kha ning théng qua clia mot s6 cung 1a vo cting nhung gia tri clia luong cuc
dai trong mang van tai dé van 1a hitu han, thi Dinh 1y 3.47 van con ding.

Mang van tai G = (V, E) dugc goi 1A mang vdn tdi nguyén néu khi ning thong
qua clia mdi cung trong G 1a mot sd nguyén khong A&m. Mot ludng f trong G dudc
goi 1 luong nguyén néu moi cung e trong G ¢ gia tri f(e) 1a mot sd nguyén khong

am. Truong hop f(e) =0 véi moi e € F thi ta néi f 14 mot luong khong.

Dinh ly 3.48. Néu mang van tii G = (V, E) la mot mang nguyén thi luong cuc

dai trong G ciing la mot luong nguyén.

Hai Dinh 1y 3.47 va 3.48 trén dudc st dung trong viéc ting dung luong cuc dai vao

giai rat nhiéu bai toan trong t6i wu t6 hop.

3.9.3. Thuat toan Ford-Fulkerson tim ludng cuc dai trong mang van tai

Thuét toan bat dau tit mét ludng nguyén bat ky nao d6, chdng han ludng khong.
Sau dé tim cac dudng c6 hudng tir dinh phéat s dén dinh thu t dé ting luong. Dé
lam diéu nay Ford va Fulkerson dua ra phuong phép ddnh du cdc dinh bang nhan.
Nhan ciia céc dinh sé chi cho ta theo cdc cung nao dé c¢é thé tang ludng va ting
duoce bao nhiéu. Mai khi tim duge dudng c¢6 huéng dé ting ludng ta lai tdng ludng
theo duong d6. Sau d6 x6a tat ca cic nhan va sit dung ludng mdéi nhan duge dé
danh dau lai cdc dinh. Thuét todn sé két thtc khi nao khéng tim dude dudng cé
huéng nao nita dé tang ludng. Trong thudt toan nay nhan cia dinh v € V, ky hiéu
7, duge dinh nghia la bo 3 7 = [a(v), B(v),o(v)], véi a(v) € {+, -}, B(v) € V va
o(v) € N. Luu ¥ mdi dinh ciia G trong qua trinh thuc hién thudt todn chi cé thé
6 mot trong ba trang thai: chua co nhan, cé nhan nhung chua zét va cé nhan da
xét xong.

Sau day 1a thuét toan tim luong cuc dai trong mot mang van tai nguyén. Thuat
todn bao gom hai bude chinh: budc gan nhan cho céc dinh va budc tiang luong. Hai
bue dé thie hién luan phién nhau cho t6i khi tim dude luong cuc dai trong mang

van tai nguyén.
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Thuat toan 3.10 Tim luong cuc dai trong mang van tdi nguyén
25

Vao: mang van tai nguyén G = (V, F).

Ra: mot ludng cuc dai cia G.

Phuong phap:

Budc 1. (Khdi tao) Gan luong khong cho G.

Budc 2. (Gdn nhan cho cdc dinh) Bao gom 3 budc:

Buéc 2.1. Gan nhan cho dinh phat s: 5 = [+, s, 00].

Lic nay dinh s dugc coi la 6 trang thai da ¢6 nhan nhung chua xét. Cac dinh
con lai dudgc coi la 6 trang thai chua c6 nhan.

Buéc 2.2. (Xét nhan) Chon mot dinh da ¢6 nhan nhung chua duge xét ra xét,
gid st dinh v v6i nhan v = [a(v), f(v),o(v)]. Qua trinh xét 1a qua trinh gdn nhan
cho mét s6 dinh w nhu & (a) hodc (b) nhu sau:

(a) Néu w e{x e ' (v) : ( ,x) < c(v,x)} va w chua ¢ nhan, thi nhan 1a
W= [+,v,0(w)] véi o(w) = mm{a(v),c( w) — f(v,w)}.

(b) Néu w €{z € I~ (v) : f(z,v) > 0} va w chua c6 nhan, thi nhan 1a w =
=0, 0(w)] v6i o(w) — min{o(v), f(w, v)}

Sau khi thue hién xong Bu6e (a) hoac Bube (b), dinh v duge coi 1a 6 trang
thai c6 nhan va da xét xong. Bang cich nao dé hay ddnh dau dinh v dé ta cé thé
nhan biét v thudc trang thai néi trén. Céc dinh w vita dude gdn nhan & Budce (a)
hoac Buée (b) sé dudce coi la trang théai da ¢6 nhan nhung chua xét. Con céc dinh
con lai thi c¢6 trang thai nhu né da cé trude day.

Buéc 2.3. Xét 3 truong hop:

(a) Néu dinh thu ¢ chua ¢6 nhan va van con nhiing dinh da ¢6 nhan nhung
chua xét, thi quay lai Buée 2.2.

(b) Néu dinh thu ¢ chua c6 nhan va khong con dinh nao da cé nhan nhung
chua xét, thi két thiic thudt toin. Ludng cuc dai clia G chinh 1a ludng hién tai
(ludng sau cling).

(c) Néu dinh thu ¢ dugc gdn nhan £ = [a(t), B(t), o(t)], thi sang Bude 3.
Budc 3. (Tdng luong)

Buéc 3.1. Xuat phat tit dinh thu v = t.

Buéc 3.2. (Tdang/gidm luong) Xét hai truong hop:

(a) Néu nhan uw = [+, B(u),o(u)], thi ta ting luong qua cung (B(u),u) tu
F((B(u),w)) 1en f((B(u),w)) + o(t). X

(b) Néu nhan u = [—, B(u),o(u)], thi ta gidm luong qua cung (u, B(u)) tu
F((8(u), u)) xubng f((B(u), u)) — ().

BudGc 3.3. Xét hai truong hop:

(a) Neu B(u) # s, thi ta gan v = S(u) va quay lai Bude 3.2.

(b) Néu B(u) = s, thi xéa tat cd nhan ctia cdc dinh va quay lai Buéc 2 dé gén
lai nhan cho cdc dinh vé6i luong méi vita duge dieu chinh.

Thuit todn 3.10 c¢6 do phiic tap 14 O(n?) v6i n 14 s6 dinh clia mang van tai. Do
do6 né 1a thuat todn tuong doéi hieu qua. Ngoai ra khi thuét toan két thic & Bude
2.3(b) thi cdp (X,Y) v6i X 14 tip cdc dinh c6 nhan & 1an gdn nhan cubi ciing va
Y =V \ X, chinh la 1at cat nhé nhat ciia mang vin tai.

Luu g 3.9. Trong thuc té phan 16n cidc mang van tai c6 kha nang thong qua clia
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cdc cung 1a cac sb hitu ty khéng Am. Khi d6 bang cich quy dong mau sb ching ta
c6 thé dan bai toan tim ludng cuc dai trong mang van tai véi kha ning thong qua
clia céc cung la hitu ty khong am vé bai todn tuong tu cho mang van tai nguyén.
Nhu viy Thuét toan 3.10 c¢6 thé sit dung cho phan 16n céc bai toan thuc té. Trudng
hop néu cac kha ning thong qua 1a céc s6 nguyén khong Am rat 16n thi gia tri clia
ludng cuc dai ciing c6 thé rat 16n va khi d6 Thuét todn 3.10 doi héi thuce hién rat
nhiéu bude dé ting luong. Con trudng hop néu céc kha ning thong qua 1a céc sb
vo t¥ thi ngudi ta da xdy dung dude vi du dé Thudt toan 3.10 khong ding.

Dé thudt toan lam viéc hiéu qua, ching ta can hét siic can than khi lua chon dudng
dé tang ludong. Edmonds va Karp chi ra rang néu duong dé ting ludng dudce chon
14 dudng ngan nhat tit dinh s dén dinh ¢ (sit dung tim kiém theo chiéu rong) thi
thuat todn s¢ két thic sau khong qué 2" lan st dung dudng tdng ludng (m va n
tuong ting 14 s6 cung va sé dinh ctia mang van tai). Nhu vay véi do phiic tap cia
tim kiém theo chiéu rong trén do thi 1a O(n +m), thi do phtic tap ctia thuit toan
s& 14 O(nm?). Nho cach to chitc tim dudng dé tang ludng t6t, ngusi ta da xdy dung
duge cdc thudt todn v6i do phiic tap t6t hon nhu: O(n?m) (Dinic, 1970), O(n?)
(Karzanov, 1974), O(n?>m!/?) (Cherkasky, 1977) va O(nmlogn) (Sleator-Tarjan,
1980).

Vi du 3.69. Xét mang van tai G = (V, E, s,t, ¢) nhu sau:

Dau tién khdi tao luong khéng, sau dé gdn nhan cho cac dinh lan tht nhat ta dugc

mang van tai sau:
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Duong tdng luong lan 1 thu duge: Py = [s, b, 1]
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Duong tang luong lan 2: P, = [s, a,t]

Tang luong lan 2 doc theo P; va gan
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Duong tang luong lan 3: Py = [s, ¢, 1]

Tang luong lan 3 doc theo P3 va gan

nhan lan 4:
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[+JS!I3] CI

5(2) 4(0) 2(2)
3(3) b 3(3) L
[+,5,02]
33 2o 4(3)

O lan gan nhan thit 4, ching ta khong thé gan nhan dude cho dinh thu ¢, trong
khi d6 tat cd cac dinh cé nhan déu da & trang thai da cé nhan va xét xong. Thuat
toan két thic, nhu viy luong hién tai 1a luong cuc dai f can tim véi gid tri cia
luong 1a value(f) =2+ 3 +3 =8.

Lutu ¥, 1at cit hep nhat ctia G ¢ trén 1a (X, Y) véi X = {s,a} va Y = {b,c,t}. Kha
nang thong qua ctia 1at cat nay 1a ¢(X,Y) = 2+ 3 + 3 = 8 = value(f).

Vi du 3.70. Tim ludng cuc dai cia mot mang van tai G v6i mot luong nguyén
cho trude trén G nhu sau:

(2)1

G4n nhan lan 1, 2 va 3 ta thu dudc mang van tai cing véi cdc dudng ting luong
tuong tng sau:

- Duong tang luong lan 1: P; = [s, b, t] véi gid tri tang 1a 1 doc theo dudng P

- Duong tiang luong lan 2: P, = [s, ¢, t] véi gid tri tang 1a 2 doc theo dudng P

- DPudng tang luong lan 3: Py = [s, ¢, b, t] v6i gid tri tang 1a 1 doc theo dudng Ps
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(3)2+1 & (3)1+1+1

(5) 13241 (2)2-1
(4)2+2

O lan gan nhan thit 4, ching ta khong thé gan nhan dude cho dinh thu ¢, trong
khi dé tat cd céc dinh c6 nhan déu da & trang thai da cé nhan va xét xong. Thuét
toan két thdc, nhu vy luong hién tai 1a ludng cuc dai f can tim véi gid tri cta

luong 1a value(f) = 9.

3.10. Cay

3.10.1. Dinh nghia

Cay (Tree) 14 mot don do thi vo huéng, lién thong khong chita chu trinh va c6 it
nhat mét dinh. Trudng hop mot don do thi vo huéng khong chitta chu trinh thi
duge goi la mot rung (Forest).

Nhu véy rimg 1a mot do thi ma mdi thanh phan lién thong ctia né 1a mot cay.

Vi du 3.71. Méi do thi sau 1a mot cay:

Gi (€5)

3.10.2. M6t s6 tinh chit cd ban
Ménh dé 3.49. Mot cdy bat ky ¢ it nhat hai dinh thi ¢é i nhat hai dinh treo.

Chiing minh. Xét mot cay bat ky T c6 it nhat hai dinh va (a,b) 14 mot canh tuy
v ctia T. Gid stt u va v tuong tng 1a dinh dau va dinh cudi ctia dudng di so cap
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dai nhat chtta canh (a,b) trong cAy T. Vi T' 1a mot cAy nén u # v. Hon nita u va
v phai 14 hai dinh treo, vi néu khong chang han u khéng phai dinh treo thi u phai
13 dau mit clia mot canh (u,x) v6i x 14 dinh khong thude dusng di tir u dén v.
Suy ra dudng di so cip tit # dén v chtta canh (a,b) dai hon dudng di tit u dén v.
Dicéu nay mau thuan véi gia st trén. VAy trong cdy T phai c6 tbi thiéu hai dinh
treo. [l

Dinh ly 3.50. Cho T la mét don do thi vé hudng cé n dinh. Khi dé cdc tinh chat
sau la tuong duong:

(1) T la mot cay.

(2) T lién thong va cd n — 1 canh.

(3) T khong chia chu trinh va ¢é n— 1 canh.

(4) T lién thong va moi canh la cau.

(5) Gitia hai dinh phdan biét bat ky cia T luén cé duy nhat mot duong di so cap.
(6) T khong chia chu trinh nhung khi thém mot canh mdi thi cé duge mot chu
trinh duy nhat.

Ching minh. Ta chting minh theo luge do sau ((1) = (2) = (3) = (4) = (5) =
(6) = (1)).

(1) =(2) Chi can chtimg minh mot ciy c6 n dinh thi ¢6 n — 1 canh. Chitng minh
bang quy nap. Diéu nay hién nhién khi n = 2. Gia sit cdy T c¢é k dinh thi c6 k — 1
canh. Ta sé& chiing minh néu cay 7 c6 k + 1 dinh thi cé k canh. Thét vay trong cay
T gom k + 1 dinh, néu ta xod mot dinh treo va canh treo tuong ting thi cdy nhan
duge 1a mot cdy cé k dinh, va do d6 suy ra cay nay c6 k — 1 canh theo gid thiét
quy nap. Diéu nay cé nghia cay T c6 k canh.

(2) =(3) Chitng minh phan chimg. Gid st néu 7' c¢6 chu trinh, thi o rang bo di
mot canh trong chu trinh nay 7 van lién thong. Lam lai nhu thé cho dén khi trong
T khong con chu trinh ndo ma van lién thong. Lic nay ta sé thu dugec mot cay cé
n dinh nhung c6 it hon n — 1 canh. Diéu nay trai v6i gia thiét ciia (2).

(3) =(4) Theo (3) viéc loai bé bat ky canh nao trong T’ sé dan dén T' c6 n dinh va
n — 1 canh 13 do thi khong lién thong. Diéu nay c6 nghia moi canh trong 7' 1a cau.
(4) =(5) Vi T lién thong nén gitta hai dinh phan biét bat ky ctia T luon c6 mot
dudng di so cap. Gia st néu ¢6 cap dinh nao dé ctia T' ¢6 hai duong di so cap khéc
nhau néi ching thi suy ra T’ ¢ chita chu trinh. Do d6 cic canh trén chu trinh nay
khong phai 1a cau. Tréi véi gid thiét ctia (4).

(5) =(6) T khong chita bat ky mot chu trinh nao, vi néu khéng hai dinh phan biét
bat ky trén chu trinh sé dudc ndi béi hai dudng di so cap. Trai véi gid thiét cta
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(5). Ngoai ra néu thém mot canh mdi e ndi hai dinh u va v ndo dé ctia T thi canh
nay sé tao nén vdi duong di so cap duy nhat ndi v va v thanh mot chu trinh. R6
rang chu trinh thu dugc nay 1a duy nhat, béi néu c6 nhiéu hon mot chu trinh thi
suy ra trong T truéc dé phai da ¢6 mot chu trinh.

(6) =(1) Gid stt T khong lién thong. Suy ra T c6 it nhat hai thanh phan lién théng.
Khi dé néu thém vao T mdt canh ndi hai dinh 6 hai thanh phan lién thong nay,
ta khong thu duge mot chu trinh nao. Mau thuin véi gia thiét ctia (6). Vay T lién

thong, va do d6 noé la mot cay. O

3.10.3. Cay khung

3.10.3.1. Dinh nghia

Cho do6 thi v6 huéng lién thong G = (V, E). Cay khung (hay cdy bao trum-spanning
tree) ctia G'1a mot do thi con T clia G thoa cac dieu kién sau:

(i) T 1a mot cay,

(ii) 7" chita tit ci cac dinh cta G.

Nhu viy, cdy khung ctia mot do thi chinh 1a do thi con bao trum gom tat ca céc
dinh ctia do thi d6. R rang, mdi do thi vo hudng lién thong G ludn cé it nhat mot
cdy khung. That vy, trong G néu ta loai b6 mot canh nam trén chu trinh nao d6
thi ta van nhan dudc mdt do thi lién thong. Néu ct tiép tuc loai bd céc canh & céc
chu trinh khéc cho dén khi ndo G khong con chu trinh nhung van lién théng thi
ta sé& thu duge mot cay néi cic dinh ctia G. Cay dé chinh 1a cAy khung ctia G.

Vi du 3.72. Xét do thi day du K3 sau:

Céc cay khung ctua K3 la:
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Két qua sau cho thay sb luong ctia cdy khung ctia mét do thi la rat 16n.

Dinh ly 3.51 (Cayley). S6 cdy khung ciia do thi day di K, la n" 2.

3.10.3.2. Cay khung nhé nhat

Cho d6 thi vo huéng lién théng cé trong s6 khong am G = (V, E,c). Gia st
T = (V, Er,c|p,) 1a cAy khung cé trong s6 ctia do thi G. D¢ dai ctia cAy khung T,
ky hiéu ¢(T), 1a tong trong sb clia tit ca cdc canh trong cdy khung T

Mot cach hinh thiic:

ecEr

Cay khung c6 d6 dai nhoé nhat trong tat ca cac cay khung ctia G dudc goi 1a cdy
khung nhé nhat (minimum spanning tree-MST) ciia G. C6 thé thay cdy khung nho
nhat ctia mot do thi khong phai duy nhat. Dé thay, néu do thi cé cic canh véi
trong s6 doi mot khac nhau thi cdy khung nho nhat 1a duy nhat.

Vi du 3.73. Sau day la do thi vo huéng, lién théng c6 trong sb G va cac cdy khung

cua no:
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Nhu vy, cAy khung nhé nhat cia G 1a Ty v6i do dai 6.

3.10.3.3. Bai toan cay khung nhé nhit

Bai todn ciy khung nhd nhat dude phét biéu nhu sau: “Cho dd thi vo huéng lién
théng c6 trong s6 G = (V, E, ¢). Hay tim cAy khung nho nhat ctia G”.

Bai toan nay la mot trong nhitng bai toan ti wu trén do thi, cé nhicu tng dung
trong nhiéu linh vuc khac nhau ctia doi séng. Dudi day 1a hai mé hinh thuc té tiéu

biéu vé tmg dung ctia bai todn cdy khung nhd nhat.

Bai toan 3.2 (Bai toan xiy dung hé théng dudng sit). Hay xdy dung mot hé
théng duong sat ndi n thanh phd sao cho hanh khach ¢6 thé di tit mét thanh phd
bat ky dén tliy ¥ mot trong s6 cdc thanh phd con lai, v6i chi phi vé xay dung 13
nho nhat.

Bai toan nay c6 thé mo hinh héa bang do thi day di ¢6 trong sb khong 4m gdm n
dinh, trong d6 mdi dinh 1a mot thanh phd, mdi canh 13 mét tuyén dudng sat ndi
gitta hai thanh phd va chi phi xdy dung ctia mdi tuyén dudng sit 1a trong sb trén
mdi canh tuong tng. Khi d6, phuong an xay dung hé théng dudng sit t6i wu chinh
14 x4y dung cdy khung nho nhat ctia do thi day du nay.

Bai toan 3.3 (Bai toan ndéi mang mdy tinh). N6i mang mot hé thong gom n mdy
tinh ddnh s6 tit 1 dén n, v6i chi phi ndi may ¢ v6i may j (1,7 = 1,2,...,n) 1a do
dai day cép ndi tuong tng. Hay ndi mang hé thdng may tinh trén sao cho tong chi
phi 14 nhé nhat.

Bai toan nay ciing ¢6 thé mo hinh héa bang dd thi day da 6 trong sd khong am
gom n dinh, trong dé méi dinh 14 mot may tinh, mdi canh 1a mot day cap noi gitta
hai may va chi phi ctia méi day cap 1a trong s6 trén moi canh tuong ting. Ro rang,
phuong an xay dung hé théng méy tinh tdi wu chinh 1a xay dung cdy khung nho
nhat ctia do thi day da nay.

3.10.3.4. Thuat toan tim cay khung nhé nhat

Dé giai bai toan cdy khung nhé nhat ching ta c6 thé liét ké tat ca cic cay khung
ctia do thi va chon trong s6 chiing ciy khung nhé nhat. Phuong phdp nhu vy trong
truong hop do thi 1a day di sé ¢6 do phtic tap thdi gian O(n"~2). Do d6, ngay ca
do thi véi s6 dinh khodng hang chuc thi phuong phap nay da khé thuc hién dugc.
Tuy nhién, rit may v6i bai todn nay ching ta kha nhiéu thuét toin hiéu qui dé
giai ching. O ddy, ching ta s& tim hiéu hai trong s cac thudt toin phd bién va

hiéu qua la thuat toan Kruskal va thuit toan Prim.
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(1) Thuat toan Kruskal
Thuat todn Kruskal 1a moét thudt toan tham lam dude dé xuat béi Joseph

Kruskal'? nam 1956. Thuét todn nay con dugc hiéu 1 “thudt toan dua trén canh”.

Thuat toan 3.11 (Thudt toan Kruskal)

Vao: Do thi v6 hudng lién thong, c6 trong s6 G = (V, E, ¢) véi n dinh.

Ra: Cay khung nhé nhat T ctia G.

Phuong phap:

Budc 1. (Khdi tao) Cay T gom n dinh nhung khong cé canh.

Buéc 2. (Sdp zép) Sap x¢ép cac canh ciia G theo thit tu khéng gidm cilia trong sb.
Buéc 3. (Ldp: thém canh) Lan lugt iy ting canh trong danh sich canh da sip &
Budc 2 thém dan vao T theo nguyén tic cic canh thém vao khong dude tao thanh
chu trinh trong 7. Liap lai qua trinh nay cho dén khi s6 canh trong 7' bang n — 1.
Budc 4. (Két lugn) T 1a cay khung nhé nhat can tim.

R6 rang, Bude 2 1a bude tinh todn nhiéu nhat ctia Thuét todn Kruskal. Do dé6, do
phitc tap thoi gian ctia Thuat toan Kruskal 1a O(mlogm), v6i m 1a s6 canh cia
do thi G. Nhu vay, khi do thi c6 sb canh nho, ching ta nén st dung Thuit toan
Kruskal.

Vi du 3.74. Xét do thi vo huéng lién thong, cé trong s6 G gom 6 dinh nhu sau:

Ap dung Thudt todn Kruskal, khéi dau cay T la:

® ©
@ © @

©

12 Joseph Bernard Kruskal (1928): nha todn hoc, théng ké va khoa hoc mdy tinh. Nhidu két qui dugc mang tén
ong nhu TT Kruskal, dinh 1y cdy Kruskal va dinh 1y Kruskal-Katona. TT Kruskal lan dau xuét hién trong
cong trinh Proceedings of the American Mathematical Society (1956).
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va cdc canh sau khi sip th tu:
(b,¢), (a,b), (e, f), (b, f). (¢, ), (a, f)(d, [), (c,d), (a,e€), (d,€)

Dau tién thém canh (b, c) vao cay T, thoa diéu kién clia thuit todn:

Lap lai qué trinh thém canh nhu trén vao cAy T sao cho théa diéu kién ctia thuat
toan, ta sé thu dugc cady khung nhé nhat 7' véi do dai 12 la:

1
2 3
@& @@
(&

3

Pinh 1y 3.52. Thudt todn Kruskal cho ra cdy khung nhé nhdat T cia do thi vo
hudng lién théng cé trong so gom n dinh G.

(2) Thuat toan Prim

Twong tu Thuat toan Kruskal, Thuat toan Prim cting la mot thuat todn tham
lam. Thudt todn nay lan dau dudc tim ra bdi Vojtech Jarnik!® nam 1930, sau dé
doc 1ap bai Robert C. Prim!* nam 1957 va cudi ciing 1a Edsger Dijkstra ndm 1959.
Vi vdy n6 con duge goi la Thuat todn DJP hay Thuat todn Jarnik. Thuat toan

nay con duge hiéu “thudt toin dua trén dinh-canh”.

13Vojtech Jarnik (1897-1970): nha todn hoc Séc. Linh vuc chinh ctia 6ng 13 1y thuyét sé va gidi tich toan hoc.
Ong ciing phét trién 1y thuyét dd thi v6i TT Prim da biét.
HMRobert Clay Prim (1921): nha toidn hoc va khoa hoc méy tinh My.
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Thuat toan 3.12 Thuat todn Prim

Vao: Do thi v6 huéng lién thong c6 trong s6 G = (V, E, ¢) v6i n dinh.

Ra: Cay khung nhé nhat T cta G.

Phuong phap:

Budc 1. (Khdi tao) Cay T gom mdt dinh bat ky.

Budc 2. (Ldp: thém dinh-canh) Lan luct tim canh e = (u,v) € E ¢6 trong sd nho
nhat sao cho u 1a mét dinh trong 7' va v 1a mét dinh khong & trong 7. Khi d6, bo
sung v va e vao T. Lap lai qua trinh nay cho dén khi s6 dinh trong 7' bang n.
Budc 3. (Két lugn) T 1a cay khung nhé nhat can tim.

Ro rang, do phiic tap thoi gian ctia Thudt todn Prim 1a O(mlogn), v6i m 1a sb
canh ctia do thi G. So v6i Thuat toan Kruskal lam viée kém hiéu qua déi véi nhitng
do thi day (s6 canh m ~ n(n — 1)/2), Thuit todn Prim hiéu qua hon nhiéu.

Vi du 3.75. Xét d6 thi tuong tu nhu trong Vi du 3.74. Ap dung Thuét todn Prim,
khéi dau cay T ching han gom mot dinh a la:

@)

Dau tién, b6 sung dinh b va canh (a, b) v6i trong sb 2 vao cay T

z@

()

Tuong tu nhu trén, 1ip lai qué trinh bd sung dinh-canh théa Thut toan Prim cho
dén khi s6 dinh trong T bang 6. Khi dé, cay khung nhd nhat T thu duce véi do
dai 12 la:

1
2 3
@ D7 @
()

-3

Dinh 1y 3.53. Thudt todn Prim cho ra cdy khung nhé nhat T cta do thi vo hudng

lién thong cé trong so gom n dinh G.
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3.10.4. Cay phan cap

3.10.4.1. Dinh nghia

Cay phan cap 1a mot cay, trong dé c6 mot dinh dic biét goi 14 goc, gitta cdc dinh
c6 mot mdi quan hé phan cap con goi 1a quan hé cha-con.

Chéng han, xét cAy T véi gbc a. Khi d6 néu c6 hai dinh b, ¢ ké véi a thi b, ¢ duge
goi 14 con ctia a (hodc goi a 1a cha ctia b, ¢). Tuong tu, néu cé d, e ké véi b thi b 1a

cha ctia d, e (hoac d, e 1a con ctia b). Xem hinh vé sau:

Hinh 3.7: Cay phan cdap

Ngudi ta con goi cdy phan cap 1a cdy cdé goc. Mot cay c6 gbe thuong dude vé véi
gbc G trén cling va cAy phét trién tit trén xudéng. Chang han, ciy c6 gbe a & hinh

vé trén con dudc vé lai:

Hinh 3.8: Cdy ¢ goc a

Cay phan cap ciing con c6 thé duge dinh nghia dé quy nhu sau:

(i) Tap réng 1a mot ciy phan cap, con duge goi 1 cdy rong.

(i) Mot dinh 1a mot cAy phan cap.

(iii) Gid st a 1a mot dinh va Ty, Ts, ..., Ty 1a k cAy phan cAp vdi cac goc tuong
tmg 14 a1, ag, ..., ap. Cay T dudc xay dung bang cach cho dinh a lam “cha” cia
cic dinh ai, ag, ..., a; s¢ 1a mot cAy phan cap. Trong cay T nay, dinh a la gbc va

Ty, T5, ..., Ty 1a cic cdy con cua goc a.
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Hinh 3.9: Cdy phdn cdp tong qudt

DPinh nghia dé quy cta ciy trong nhicu truong hop thuén tién trong viéc mo ta
chat ché cac khai niém khac.
Trong mot cay cac dinh cha dudgce goi la dinh trong, cac dinh con lai khong phai
14 dinh trong dugc goi la dinh ld. Nhu vay, dinh 14 1a dinh khéng c6 con va goc la
dinh duy nhat khong c6 cha.
Mic ciua dinh trong cdy duge dinh nghia nhu sau:
(i) Mitc clia gbc bang 0.
(ii) Néu mtc ctia dinh cha 1a 7 thi mtic ctia cic dinh con 1a 7 + 1.
Mtc 16n nhat ctia mot dinh bat ky trong cay dude goi 1a chiéu cao ciia cdy.
Chang han, cy c6 gbc a & Hinh 3.8 trén c6 chiéu cao 14 2. Cay phan cip duoc sit
dung nhiéu trong thuc té chdng han nh:

o Muc luc ctia mdt cudn sach dé doc gid tién tra ciu.

« So dd tb chitc ctia mot co quan dé khéach tién lién hé.

o Céu tric thu muc trén mot 6 dia ctia méy tinh dé quan 1y céc file, ...
Néu mdi dinh trong mot cdy phan cap T’ c6 khong qua m con thi T dugc goi 1a
cdy m-phdn. Cay m-phan T ducc goi 1a cdy day di néu mdi dinh trong ctia T déu

c6 dang m con.

3.10.4.2. Cay nhi phan

Cady nhi phdn 13 mot cAy m-phan v6i m = 2. Ttic 1 ciy sao cho moi dinh c6 khong
qué hai con.

Trong cay nhi phan, méi dinh con thudng dudc chi ro 14 con bén trai hay con bén
phéi, con bén trai (tuong ting phai) duge vé phia duéi va bén trai (tuong ting phai)
ctia dinh cha. Cay nhi phan la mét cdy rat quan trong va cé nhiéu ttng dung rong

rai.
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Dinh ly 3.54. S6 cdc cay nhi phdan n dinh la

Cn = .
n+1\n

Day sé ¢, (n=0,1,2,...) do Catalan tim ra, va thuong dudc goi 14 day sé Catalan.

Trong nhiéu ing dung, ngudi ta can phai “viéng tham” cdc dinh clia cAy nhi phan
mét cach cé hé théng dé truy van dit liéu. Qué trinh thim tat ci céc dinh cia
cdy nhi phan sao cho médi dinh tham mot lan dugc goi 1a duyét cay nhi phdn. Nhu
vay, duyét cay la dua ra danh sich tuyén tinh céc dinh cta cdy, trong dé méi dinh
chinh x4c mot lan. C6 ba phuong phap duyét cAy nhi phan: duyét theo thit tu trudc
(hay tien thit tu), duyét theo thit tu gita (hay trung thi tw) va duyét theo thi tu
sau (hay hdu thit tw). Cac phuong phdp duyét nay khic nhau chi yéu & tht tu
tham cac dinh, duge dinh nghia dé quy nhu sau.

(1) Néu cAy nhi phan 7" rdng thi ca ba cidch duyét déu cho ra danh sich dinh réng.
(2) Néu cay nhi phan T chi c6 mot dinh thi ci ba cach duyét déu cho ra danh sach
gom mot dinh nay.

(3) Néu cay nhi phan T c6 gbc a va cdc cay con Ty, T thi:

- Duyét theo thit tu trude cia T 1a danh sich gom goc a, sau dé 14 cac dinh cla
cay con T} dugde duyét theo thit tu trude va cudi ciing céc dinh clia ciy con Ty dudc
duyét theo thit tu trude.

- Duyét theo thit tu gitta ctia 7' 1a danh sdch gom céc dinh ciia cy con T; dugc
duyét theo thtt tu gitta, sau dé 1a gbc a va cudi ciing dén cac dinh clia cay con Th
duge duyét theo thit tu gitta.

- Duyét theo tht tu sau ctia T 1a danh sich gom céc dinh ctia cdy con T; dugc
duyét theo thit tu sau, roi dén céc dinh clia cdy con Th dude duyét theo thit tu sau

va cuoi cung la goc a.

Vi du 3.76. Xét cay phi phan T nhu sau:

Hinh 3.10: Cay phs phan
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Cac cach duyét cay nhi phan T la:

Duyét theo thit tu truée: a,b,d, g, h,e,i,c, f,7,k
Duyét theo thit tu gita: g,d, h,b,7,¢e,c, 7, f, k
Duyét theo thit sau: g, h,d,i,e,b, 5, k, f,c,a

3.10.4.3. Cay biéu thirc

Chiing ta cé thé dung cAy nhi phan dé biéu dién cac biéu thitc s6 hoc (ciing nhu
cidc ménh dé phtic hop hay t6 hop cac tap hop). Cay nhu vay dudc goi la ciy biéu
thitc. Mot céch hinh thtic ciy biéu thitc duge dinh nghia nhu sau.

Céy biéu thic 1a mot cdy nhi phan sao cho mdi dinh ctia né duge gan nhan theo
quy tac:

(i) Céc 14 duge gan bang cac dai lugng.

(ii) Céc dinh trong dugce gan bang cic dau phép toan clia mot bicu thiic nao do.
Chang han, biéu thitc E = (F})0(E,) va cic cay bicu thitc Ty, Tp bidu dién céc biéu
thitc con Ey, Fy thi cay biéu thitc T biéu dién E dude xdy dung nhu sau:

T

AN

Hinh 3.11: Cdy biéu thic tong qudt

Vi du 3.77. Xét biéu thiic dai s6 F = (a +b) x (c — d).
Khi dé, cay biéu thic tuong ting la:

Duyét cay nhi phan trén theo giita ta dugc biéu thitc dang trung té a +b x ¢ — d.
R6 rang, day 1a biéu thic dai s6 E da bo di cdc dau ngodc. Ching ta biét rang
cac dau ngodc trong F 1a rat quan trong, bé né di sé dan dén c6 thé hiéu E theo
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nhiéu cach. Vi viy, ngudi ta néi cach viét (ky phap) quen thudc trong dai s6 hoc
14 kij phdp trung tu keém theo cic dau ngodc.

Truong hop duyét cdy nhi phan trén theo thit tu truée (tuong tng sau) ta duge
bicu thitc dang tién t6 x + ab— cd (tuong tng biéu thitic dang hdu t6 ab+cd — x).
C6 thé thiy cac biéu thiic & dang tién t6 va hau t6 1a 16 rang, ttc 1a khong can dén
dau ngoic trong cac biéu thiic nay. Céc biéu thitc dang tién t6 va hau t6 nay tuong
ting con dudc goi 1a ky phdp Ba lan va ky phdp Ba lan ddo. Cach goi nhu thé la dé
ghi nhé déng gép cia nha toan hoc va 16gic hoc Ba lan Lukasiewicz (1878-1956)
trong van dé nay. Viéc chuyén mot biéu thiic viét theo ky phap quen thude (c6
dau ngoic) sang dang ky phap Ba lan hay ky phip Ba lan ddo c6 thé thuc hién
bang cach vé cdy biéu thitc tuong tng, sau dé duyét ciy theo thit tu trude va thi
tu sau. Tuy nhién, trudng hop ngudc lai thay vi vé cdy ching ta cé thé xem xét dé

x4c dinh dan céc cong thitc bo phan cia cong thitc da cho.

Vi du 3.78. Xét biéu thiic viét theo ky phép Ba lan sau:

X + ab/ — cd2
Hay chuyén biéu thtc trén sang ky phap quen thudc. Ta cé:
X 4ab/—cd2
a+b c—d
x(a+b)/(c—d)2

—_——
c—d

X (a+b)(

(a+0) x(

Nhu vdy, ki phép quen thudc ctia biéu thitc viét theo ky phap Ba lan trén la:
c—d
).

2
Vi du 3.79. Xét biéu thitc viét theo ky phap Ba lan déo la:

(@ +b) x(

ab+ cd — 2/x

104



Khi doé:
ab+cd—2/x
N~
a+b c—d

(a+b)(c—d)2/ x
c—d

(a+b)(

(a+b) x(
Do d6, ky phép quen thudc ciia biéu thiic viét theo ky phip Ba lan ddo trén la:

).

(@+b) x ( 5

3.11. D6 thi phang

Mot trong nhitng van dé quan trong cia 1y thuyét do thi 1a nghién ctu cau hoi
lam thé nao dé biu dién duge dd thi trén mit phang sao cho khong ¢6 hai dudng
biéu dién canh nao cta ching 13 cit nhau. Khéng phai do thi nao ciing c6 thé biéu
dién duoc nhu viy va nhimg do thi ¢6 thé biéu dién théa man diéu kién dé duoc
goi 1 dd thi phang (planar graph). Bai toan “ba nha, ba giéng” tit thoi xa xua sau

chinh 13 mét trong céc bai todn dan dén khai niém do thi phang.

Bai toan 3.4 (Ba nha, ba giéng). C6 ba nha & gan ba cai giéng, cdc nha khong
c6 dudng ndi thang dén v6i nhau va cic giéng ciing nhu vay khong c6 dudng ndi
thang dén v6i nhau. C6 mét 1an bat hoa, ho tim cdch lam céc con dudng khéc
nhau dan dén céc giéng sao cho cdc dudng nay déi mot khong cat nhau. Héi ho ¢6
thé thuc hién duge diéu nay khong?

Bai todn nay cé thé moé hinh héa bang dd thi nhu sau: mdi nha, mdi giéng bicu
dién bang mét dinh va con dudng tit mdi nha dén mdi giéng biéu dién bang mot
canh. Khi d6, do thi tuong ting cho bai todn nay chinh 1a do thi hai phia day du
K3 3-

’
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Hinh 3.12: Do thi ba nha, ba giéng

Cau tra 10i cho bai todn nay la c6 ngay trong muc sau.

3.11.1. Dinh nghia

Dd thi G duge goi 1a phdng néu ta cé thé vé duge né trén mit phing sao cho khong
c6 hai canh bat ky nao cit nhau & ngoai dinh. Céch vé nhu vy dude goi 1a biéu

dién phdng ctia do thi.

Vi du 3.80. Do thi cdnh buém sau 1a do thi phang:

Dd thi Ky sau la do6 thi phang béi vi ¢6 thé vé lai né nhu hinh bén khéng c6 hai

duong nao cit nhau & ngoai dinh:

Vi du 3.81. Céc do thi K33 va Kj; sau 1a cdc do thi khong phing:
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Chiing ta khéng thé biéu dién phéng dugc cho cdc dd thi nay (theo dinh nghia).
Nhu vdy, khong thé thuc hién duge cc con dudng nhu trong Bai toan 3.4.

Céc do thi khéng phang K va K33 c6 mot s6 tinh chit co ban sau:
« Néu x6a mot canh hoic mot dinh ctia do thi thi do thi thu dude sé 1a mot do
thi phang.
e Kj5la d6 thi khong phang c6 s6 dinh it nhat va K33 la d6 thi khong phang cé

soO canh it nhat.

Vi du 3.82 (Biéu dién phang cia ban dd). Tt mot ban do dia 1y thé gidi, ching
ta xay dung mot do thi véi mdi nude 14 mdt dinh va hai dinh ducce néi véi nhau
bang moét canh néu hai nudc tuong img c¢6 chung dudng bién gidi. R6 rang, ching
ta c¢6 thé thdy ngay d6 thi nhan duge 14 mét do thi phang.

Nhitng dd thi ma cé thé bién ddi cho triing nhau bang phép bién dang co dan
lién tuc trén mit phing thi khéng dude coi 1a nhimg do thi phing khéc nhau.

3.11.2. M6t sé tinh chat co ban

Cho dd thi phing G. Mdi phan m#t phang trong G giéi han béi mot chu trinh don
khong chita bén trong né mot chu trinh don khac dude goi 14 mot mién (hay dién)
(hitu han) ctia G. Chu trinh gi6i han mot mién dude goi 14 bién clia mién. Phan
mit phang bén ngoai tit cd cdc mién hitu han (téc phan bi ciia hop tit ca cic
mién hitu han) ctia do thi phing lién théng dude goi 14 mién vé han. S6 canh it
nhat tao thanh mot bién (ttc do dai ctia chu trinh ngan nhat) ciia G hoic s6 canh
ctia G néu G khong cé chu trinh dude goi 1a dai ctia G, ky hiéu 6.

C6 thé thay mién vo han 1a duy nhét.

Vi du 3.83. Xét do thi phing G ¢6 6 dinh va 8 canh nhu sau:

Do thi G ¢6 4 mien, trong d6 My la mién vo han, M; la mien c6 bién vivovzv4v1,

M, 1a mién cé bién vsvsvsvs va Ms 14 mién c6 bién vevzvsvgue. Chu trinh don
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v1U2u3V5v4v1 khong giéi han mot mien vi chita bén trong né c¢6 mot chu trinh don

khéc chang han la vsvqvsvs.

Euler da ching minh dude cdc cich bidu dién phéng khic nhau clia mot do thi
phing ludn chia mit phang ra thanh cling mét sé mién, d6 14 Euler da tim ra méi

lién hé gitta s0 mien, s6 dinh va so canh cia do thi phang.

Dinh ly 3.55 (Euler, 1752). Néu do thi phdng la lién thong ¢é n dinh, m canh vd
d mien thi

n—m-+d=2.

Chitng minh. Xét do thi phang G thoéa cdc diéu kién cta dinh 1y. Bay gio, ta thuc
hién loai bé mot s6 canh ctia G dé thu duge mot cAy khung ctia G. D& thay, mdi
lan bé mot canh thi sé6 mién ctia G ciing giam mot, tuy nhién s6 dinh ctia G khong
thay d6i. Dicu nay c¢é nghia gia tri ctia biéu thitc n — m + d khong thay doi trong
subt qué trinh loai bét canh ctia G dé thu dude mot cay khung. Nhu véy, cdy khung
thu dude nay cé n dinh, va do d6 c6 n — 1 canh ciing v6i mot mién duy nhat. Do
do
n—m+d=n—(n—-1)+1=2.

[]

Hé thitc n — m + d = 2 con dudc goi la “hé thitc Euler cho hinh da dién”, vi dudgc
Euler chttng minh dau tién cho hinh da dién c¢6 n dinh, m canh va d mat. Méi hinh
da dién c¢6 thé coi 1a mot dd thi phang. Chang han, hinh t@ dién ABCD va hinh
hép ABCDA'B’C’D’ ¢6 thé bidu dién bang céc do thi phang dudi day.

Hinh 3.13: Biéu dién phding cia hinh t& dién vd hinh hop

VAy trong mét dd thi phang va lién thong thi s mién ciia dd thild d = m —n+ 2.
Néu ky hiéu A 1a s6 mién hitu han, ttc h = d — 1, thl s6 mién hitu han sé la
h=m-—n+1.

Hé qua 3.11. Trong mot do thi phdang lién thong tuy 4, luén ton tai ¢ nhat mot
dinh c6 bac khong vuot qud 5.
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Chitng minh. Xét d6 thi phéng lién thong tuy ¥ G, va gid stt moi dinh ctia G déu ¢6
béac khong nho hon 6. Suy ra méi dinh ctia G phai 1a dau mit ciia it nhat 6 canh.
Hon nita mdi canh lai ¢6 hai ddu mit, nén tit day ta c6 bat dang thic 6n < 2m
hay 3n < m. M4t khéc, méi mién trong do thi phang dude bao it nhit bang 3 canh
va mdi canh ¢ thé ndm trén bién clia t6i da hai mién. Do d6, ta ¢6 bat ding thitc
3d < 2m. Cong vé theo vé hai bat ding thic 3n < m, 3d < 2m va rit gon ta thu
duge bat dang thic d + n < m. Bat ding thic nay mau thudn v6i hé thie Euler
G trén. ]

Dinh 1y Euler ¢6 thé dugc phat biéu tong quét lai nhu sau.

DPinh 1y 3.56 (Euler tong quat). Néu do thi phing G ¢é n dinh, m canh vd d mién
the
n—m+d=w(G)+1

hay con ndi trong G s6 mién hiu han bang chu so:
h=m-—n+w(G) =v(G).

Hé thitc Euler con c¢6 thé dung dé thiét lap mot sb6 bat ddng thic cho céc dd thi
phang. Céc bat ddng thiic nay chinh 13 diéu kién can cta hé thic Euler.

Hé qua 3.12. Néu don do thi phdng la lién thong cé n > 3 dinh vda m canh thi
m < 3n — 6.

Chéng han, xét d6 thi diy di K. Vi K5 ¢6 5 dinh va 10 canh, nén khéng thoa
man bat ding thic trong Hé qua 3.12. Suy ra, K5 khong phéi do thi phang.

Hé qua 3.13. Néu don do thi phang la lién thong cé n > 3 dinh, m canh va khong
co chu trinh do dai 3 tht m < 2n — 4.

Chang han, xét dd thi hai phia day du Ks3. V1 K33 c6 6 dinh, 9 canh va khong
¢6 chu trinh d6 dai 3 (do6 thi hai phia). Do d6, bat dang thiic trong Hé qué 3.13
khong thoéa man, suy ra K33 khong phai do thi phing. Pay ciing chinh 1a ciu tra

16i cho bai todn ba nha ba giéng.
Hé qua 3.14. Néu do thi phang G ¢é n dinh, m canh va dai ciia né § > 3 thi

J

5_2(71—2).

m <
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hay

Chaing minh. Goi d 1a s6 mien ciia G. Ta c¢6 dé < 2m. Theo cong thitc Euler suy
ra
(m—n+2)J <2m

m < (n —2).

0—2
]

Van dung Hé qui 3.14 ching ta cing ¢6 thé khang dinh dude cic dd thi K33 va
K5 1a khéng phang.

Hé qua 3.15.
(1) Do thi day di K, la khong phiang khi n > 5 vd phdng khi n < 4.
(2) Do thi hai phia day di K, la phdng khi v chi khi m < 2 hodc n < 2.

Tt cdc khang dinh trén ching ta thay hai do thi K33 va K5 la khong phing. Do
d6, c6 thé thdy mot do thi 14 khong phang néu né chita mét trong hai do thi niy
nhu 14 dd thi con. Hon nita tit cd cdc dd thi khong phang can phai chita do thi
con nhan dudc tu K33 hoac K bang mot sd phép toan bién ddi nao d6. Phép toan
loai bd mot canh bat ky (u,v) trong do thi G sau dé thém vao dinh méi w cling
hai canh méi (u,w) va (w,v) dude goi 1a phép phdan chia so cap trong G. D6 thi H
thu dugc tit dd thi G bang mot day cac phép phan chia so cAp dugce goi 1a do thi
dong phoi véi G (hay G 1A mot cdau hinh ctia H).

Vi du 3.84. Xét cic do thi sau:

Ta ¢6 Gyvi Gy 14 céc dd thi ddng phoi véi dd thi G.
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Véi khéi niém do thi con dong phéi nay, nam 1930 nha toan hoc Ba Lan Kuratowski
da thiét 14p mot dinh 1y biéu thi diic diém cta cdc dd thi phang. Qua dinh 1y nay
Kuratowski da phéan 16p ducc cdc do thi phang.

Pinh ly 3.57 (Kuratowski, 1930). Mdt do thi ld phdng khi vd chi khi né khong
chita mot do thi con dong phoi vdi Kz va K.

Chaing minh. Diéu kién can 1a 16 rang, bdi moi do thi chita do thi con dong phéi
v6i K33 hoac K5 la khong phiang. Chimg minh diéu kién di 1 rdt phtc tap, & day
ching ta khong trinh bay chi tiét. [l

Vi du 3.85. Xét do thi G sau:

Ta ¢6 do thi G’ 1 vé lai ctia do thi G. Do thi G’ 1a dong phoi véi do thi K3 3. Do
d6, theo Dinh 1y Kuratowski G 14 d6 thi khong phang.

Vi du 3.86. Xét cac do thi sau day:
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Theo Pinh 1y Kuratowski ta c¢6 dd thi G 1a khéng phang, vi néu xod dinh f cling
cac canh (f,b), (f,a), (f,e) thi ta nhan dugc do thi con K.

D6 thi H 14 phéng, vi H ¢6 6 dinh nhung khong thé chita dd thi con K33 bdi co
dinh bac 2, trong khi cdc dinh ctia K33 déu ¢ bac 3. Ngoai ra H ciing khong the
chtta do thi con K5 bdi ¢6 hai dinh bac nhé hon 4, trong khi tat cd céc dinh cia
K5 déu cb bac 4.

Vi du 3.87. Do thi Peterson cing 13 mot do thi khong phang, béi né chita méot
do thi con dong phoi v6i do thi hai phia day di Ks 3 [5].

3.12. T6 mau d6 thi

3.12.1. T6 mau ban do

Nhitng bai toan lién quan dén t6 mau ban do da dan dén rat nhicu két qua trong
Iy thuyét do thi. Trong mot ban do, hai mién c¢é chung nhau mot dudng bién dudc
xem 13 hai mién ké nhau (hai mién chi c6 chung nhau mot diém bién khéng dugc
coi 14 ké nhau). Mot ban do thudng duge t6 mdu sao cho hai mién ké nhau duge
t0 hai mau khac nhau.

Nhu vay, dé ddm béo chac chin hai mién ké nhau khong bao gié ¢6 mau tring
nhau, chiing ta t6 mdi mién bang mdt mau khac nhau. Tuy nhién ré rang viéc lam
dé6 néi chung 1a khong hop 1y, vi ching ta sé phai dung dén rat nhiéu mau néu ban
do c6 nhiéu mién, cling nhu rat khé phan biét nhitng mau gan giong nhau. Do vy,
ngudi ta nghi dén chuyén chi dung moét sé6 mau can thiét dé to ban do. T day,
mot bai toan duge dit ra la “xdc dinh s6 mau téi thiéu can cé dé t6 mau ding

mot ban do”.

Vi du 3.88. Xét ban do sau véi 5 mién (hitu han) tat cd. C6 thé thiy s mau tdi

thiéu dé t6 ban do la 3, chang han t6 mién C: do, mién A va D: xanh, mien B va

NEDY,
O

R6 rang, néu chi dung hai mau dé t6 ban dd trén 1a khong d.

E: vang.
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3.12.2. T6 mau db thi

M&i ban dd trén mit phiang ¢ thé bidu dién bing mét do thi, trong d6 mdi mién
ctia ban dd duoe bidu dién bang mot dinh va cdc canh ndi hai dinh néu cdc mién
dugce biéu dién bang hai dinh nay 13 ké nhau. D6 thi nhan dude bang cich nay goi

14 do thi doi ngau ctia ban do dang xét.

Vi du 3.89. Do thi déi ngau ciia ban do ¢ Vi du 3.88 la:

R6 rang, moi ban dd trén mit phang déu c¢é do thi déi ngdu phang. Khi dé bai
todn t6 mau cac mieén clia ban do tuong duong véi bai todn t6 mau cac dinh cia
do thi déi ngau sao cho khéng cé hai dinh lién ké ¢ cting mot mau. Mot cach hinh
thttc ta c6 dinh nghia sau.

Xét d6 thi G = (V, E) va mot s6 nguyén duong k. Anh xa ¢ : V — {1,2,...,k}
dugc goi 1a k-t6 mdu ciia G néu véi mdi cap dinh ké nhau u,v trong G ta luén
¢6 c(u) # c(v). S6 k nhd nhat dé G cb k-t6 mau duge goi 1a sdc s6 (chromatic
number) ctia G va ky hi¢u x(G). Khi x(G) = k thi G dugc goi 1a k-sdc.

Nhu vy sic s6 cta mot do thi 14 s6 mau it nhit can dung dé t6 cic dinh cia
do6 thi, mo6i dinh mdét mau sao cho hai dinh ké nhau phai c6 mau khac nhau. Dé
thay, mot do thi t6 mau dugc, tic 1a ton tai k-t6 mau, khi va chi khi né khong cé
khuyén. Ngoai ra sic s6 ciia mot do thi sé khong vuot qua sé dinh clia nd, nghia
13 1 < x(G) <n véin=|V|. Céthé thiy ngay do thi day du K, c6 sic sb 1a n,
dd thi hai phia diy di K,,, c6 sac s6 1a 2 va nhu vy do thi hai phia bat ky c6
sac s6 khong vuot qué 2.

Vi du 3.90. D6 thi G trong Vi du 3.89 c6 x(G) = 3.

Vi du 3.91. Xét do thi G sau:
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Do thi G ¢6 4 dinh b, d, f, h d6i mot ké nhau, nén phai t6 bang 4 mau khic nhau.
Do d6 x(G) > 4. Ngoai ra c6 thé dung 4 mau nay dé t6 cic dinh con lai ctia G
nhu hinh bén. Nhu vay tém lai x(G) = 4.

Chiing ta c6 thé thidy mdi cdch t6 mau cho do6 thi G = (V, E) sé& ting v6i mot cach
phan hoach tép dinh V thanh cic tdp 6n dinh trong khong giao nhau va mdi tap
tng v6i mot mau. Nguge lai méi cdch phan hoach tap dinh V' thanh cic tip on

dinh trong khong giao nhau sé cho ta mot cach t6 mau.
B6 dé 3.5. Moi chu trinh dé ddi 1é lubn ¢d sdc s6 bang 3.

Chitng minh. Gid st chu trinh c6 d6 dai 1 2n + 1. Ta sé chimg minh b dé bang
quy nap theo n. Trudng hgp n = 1, chu trinh sé gom 3 dinh sao cho hai dinh bat
ky déu ke nhau va do d6 trong trudng hop nay ro rang phai ding ding 3 mau dé
t0 cédc dinh cia chu trinh.

Gia stt bo dé ding v6i truong hop chu trinh ¢6 do dai 2k +1 (2 < k € N). Xét chu
trinh v ¢6 do dai 2(k + 1) + 1 = 2k + 3 v6i day cac dinh vy, vg, ..., Vopi1, Vo io,
Vopy3. Khi dé ndi vy v6i vap dé duge mot chu trinh S cé d6 dai 2k + 1. Theo gia
thiét quy nap, chu trinh 8 c¢é sac sé bang 3. Lic nay ta lay mau ctia vy t6 cho vgpo
va mau cia vopi1 t0 cho veri3. Suy ra chu trinh o da duge t6 mau ma khong thém

mau mdéi. Diéu nay cé nghia sac so6 cia a bang 3. O

Ménh dé 3.58. Néu do thi G chita mot do thi con dong phéi vdi do thi day di
K, thi x(G) > n.

Chiing minh. Goi H 1a d6 thi con clia G dong phoi véi K,,. Vi x(K,,) = n nén suy
ra x(H) > n. Do d6 x(G)>n. O

Sau day la mot tiéu chuan don gidn kiém tra xem mot don do thi cé sic sd bang
2 hay khong.

114



Dinh 1y 3.59 (Konig). Gid st don do thi G ¢ it nhat moét canh. Khi dé diéu kién

can va di dé G ¢d 2-sdc la G khéng chita chu trinh dé dai lé.

Ching minh. Gia st G 1a do thi théa diéu kién bai todn va c¢6 x(G) = 2. Khi dé
theo Bo dé 3.5, G sé khong chita chu trinh do dai 18.

Nguoc lai, khong mat tinh chat tong quat ¢é thé gia st do thi G 1a lién théng va
khéng chita chu trinh d6 dai 1&. C6 dinh mot dinh bat ky a cta G va t6 né bang
mau 1 trong hai mau 1 va 2. Khi d6 v6i mdi dinh v ciia G, ton tai mot dudng di
tit @ dén v. Néu duong di nay c6 do dai chan thi t6 mau 1 cho v, con néu dudng
di nay c6 d6 dai 1é thi t6 mau 2 cho v. Trudng hop néu cé hai dudng di mang tinh
chan 1é khac nhau ciing ndi a v6i v thi ré rang G phai chita it nhat mot chu trinh
d6 dai 1é. Piéu mau thuan nay cho thiy chi can ding ding hai mau 1 va 2 dé t6

do thi G. 0
Hé qua 3.16. Moi chu trinh dé dai chan déu cé sdc s6 bang 2.

DPinh 1y 3.60. Do thi vo huing G = (V,E) la k-sdc khi va chi khi G ¢6 ham
Grundy g thoa

max g(v) < k — 1.
veV

Chitng minh. Néu do thi G c¢6 ham Grundy g thda diéu kién max,cy g(v) < k—1,
thi chon ngay ¢ lam ham k-t6 mau cho G. Chitng minh ngugc lai duge danh lam
bai tap. ]

Hé qua 3.17. Moi do thi v hudng khong cé khuyén déu cé ham Grundy vad gid

tri cuc dai cia cde ham ndy phdi bang nhau vd bang sic sé cia do thi tru di 1.

Ménh dé 3.61. Vdi moi s6 nguyén duong n, ton tai mot do thi khong chita Kz va

co sac so bang n.

Sau day 1a thudt toan hiéu qua t6 mau mot don do thi.

Thuat toan 3.13 (Thudt toan Welch-Powell)

Vao: Don do thi khong c6 khuyén G = (V, E) v6i n dinh.

Ra: Do thi G da dugc t6 mau.

Phuong phap:

Buéc 1. (Khdi tao) Sap thit tu cac dinh ctia V theo thit tu khong ting ctia béc,
gia st vy, Vg, ..., Up.

Budc 2. (Lap) Gdn mau 1 cho v1 va cdc dinh khéc (néu ton tai) trong danh sach
trén sao cho né khong lién ké v6i v1. Néu danh sdch con dinh chua t6 mau, thi ta
lap lai v6i dinh dau tién ctia danh sach cac dinh chua t6 mau nay véi mau t6 1a 2
giéng nhu trén. Qud trinh ding khi tat ca cdc dinh déu da dudce t6 mau.
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Thuét todn Welch-Powell 13 mot cach hitu hiéu dé t6 mot dd thi G. Tuy nhién,
thudt toan nay chi cung cAp mot gidi han trén cho x(G), ttc 1a thuit todn khong
phai ludn cung cip mot s6 mau tdi thiéu dé td G. Viée tim x(G) néi chung 13 cuc
ky kho.

Vi du 3.92. Xét do thi G sau day:

Y1 Va2

Danh sach cac dinh ctia G theo thit tu khong tang ctia bac la vy, vy, vs, vg, V2, U3, V7.
Qua trinh t6 mau cho G theo Thuat toan Welch-Powell nhu sau:

« Géan mau 1 cho dinh thit nhat v;. Pinh ké tiép trong danh sich khéng nam
ke v; 1a v7, gdn mau 1 cho vr.

« Dinh thtt nhat trong danh sach con lai chua dude t6 1a vy, gdn mau 2. Dinh
ké tiép trong danh sich chua dugc t6 nay khong ke véi vy 14 vs, t6 mau 2.

« Lap lai qué trinh nay cho dén khi tat ca cac dinh déu dudc to.

Danh sach cac dinh ciia G duge gan mau la:

“1(1),v4(2),v5(3),v6(3), v2(2), v3(4), v7(1)".

S6 & trong dau ngodc tron clia danh sich trén la mau gan cho dinh ding ngay
trude. Ngoai ra, vi cdc dinh vy, vs, v4, vg ddi mot ké nhau, nén phai td bang céc
mau khéc nhau. Do d6, ¢6 it nhat 4 mau dé t6 G. Thudt todn Welch-Powell & trén

ciing chi sit dung 4 mau dé t6 G. Do vay, suy ra x(G) = 4.
Ménh dé 3.62. Néu do thi G = (V,E) ¢ n dinh va sic s6 k thi o(G) > %.

Chiing minh. Lap cac tap dinh cung mau:
Ii={veV :vtomauyj},j=0,1,2,....k—1

1A céc tap on dinh trong ctia G. Ta ¢6 |[;| < a(G). Suy ra
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hay
a(G) >

™| 3

[]
Ménh dé 3.63. Néu bic lon nhit ciia cdc dinh trong do thi G la d thi x(G) < d+1.

Chitng manh. Chitng minh bang quy nap theo s6 dinh n ctia G. Phan chting minh
nay dudc danh lam bai tap. O

Bay gi ching ta tim hidu vé vAn dé t6 mau cic canh clia mot do thi. Anh xa
d:E—{1,2,...,k} dudc goi 1a k-t6 mdu canh ctia G néu véi méi cap canh lién
thuoc v6i nhau e, f trong G ta luon c6 ¢(e) # ¢(f). S6 k nhé nhat dé G c6 k-to
mau canh duge goi 1 sdc s6 canh (edge chromatic number hay chromatic index)
ctia G va ky hiéu y/(G). Khi x'(G) = k thi G dugc goi 1a k-sdc canh.

Nhu véy séc s6 canh ctia mot do thi 1a s6 mau it nhat can dung dé t6 cdc canh
ctia do thi, mdi canh mdt mau sao cho hai canh lién thudc cliing mét dinh phai cé

mau khac nhau.

Vi du 3.93. Xét do thi G trong Vi du 3.89:

Chting ta sé t6 mau canh cho do thi nay nhu sau: vi deg(C) = 4, nén ¢6 bdn canh
lién thudce véi dinh chung C. Suy ra phai ding 4 mau dé t6 cdc canh nay, ching
han nhu t6 mau 1 cho canh (A, C), t6 mau 2 cho canh (B, ), t6 mau 3 cho canh
(D, C) va td mau 4 cho canh (E,C). Ngoai ra c6 thé ding cdc mau nay dé t6 cac
canh con lai nhu sau: canh (A, B) t6 mau 4, canh (B, D) t6 mau 1, canh (D, E)
t6 mau 2 va canh (A, E) t6 mau 3. Do dé \/(G) = 4. Nhu vay sb mau tbi thicu dé

t0 cac canh ciua G la 4.

Bai todn sic s6 canh ciing c¢6 thé chuyén vé bai toan sic sé nhu sau: véi mdi do
thi G = (V, F), xay dung do thi G’ = (E, E') trong d6 tap canh E’ xdc dinh bdi:

E'={(e, f) : e, f € E va la hai canh lién thudc véi nhau}.
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Khi d6 dé thay sac so6 canh ctia G bang sac so cua G.

Vi du 3.94. Xét db thi G = (V, E) nhu sauw:

V1 ¥a
€3

Vg €5 Vy

/ €3
Vs &} Vg

Ta ¢6 db thi G’ = (E, ') la:

€2

=) .o

R6 rang x(G') = ¥'(G) = 3.

3.12.3. T6 mau db thi phang

Dinh ly 3.64 (Dinh 1y 5 mau, Kempe & Heawood, 1890). Moi do thi phdng khong

cd khuyén cé sdc s6 khéng ldn hon 5.

Chaing minh. Xét G 1a do thi thoa diéu kién ctia dinh 1y. Ta chitng minh dinh 1y
bang quy nap theo s6 dinh n cia G. R6 rang cdc trudng hop n = 1,2,3,4,5 1a
hi¢n nhién ding. Gia st dinh 1y ding véi n = k (k > 6). Ta chiing minh dinh 1y
cing diung v6i n = k + 1. That vy theo Hé qua 3.11, G c6 it nhat mot dinh v
v6i bac khong 16n hon 5. Xay dung do thi G’ tit G bang cach bé dinh v. Theo gia
thiét quy nap ta c6 x(G’) < 5. Lay mot cach t6 mau nao d6 ctia G', néu céc dinh
ké v6i v dude t6 bang it hon 5 mau thi van con thita mau dé t6 cho v, va khi d6
X(G) = x(G") < 5. Do d6 chi can xét trudng hop dinh v ke v6i 5 dinh va cdc dinh
ké v6i v duge ddnh s6 thit tu theo chidu kim dong hd va t6 bang 5 mau nhu hinh

veé sau:
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Hinh 3.14: 5 dinh ké v6i 5 mau

Litc nay ching ta sé déi mau lai cac dinh a,b, ¢, d, e va dé danh ra mot mau cho
dinh v. Dau tién xét tat ci cac duong di trong G bit dau ti dinh a sao cho chi
gom céc dinh t6 mau 1 va mau 3. Trong cic dudng nay néu khong cé dudng nao
di qua dinh c thi trdo d6i mau 1 v6i mau 3 cho tat cd cac dinh trén cdc duong di
dé6. Sau dé 1ay mau 1 t6 cho dinh v. Ngudc lai néu c6 mot dudng di tit dinh a dén
dinh ¢ gébm toan céc dinh dugc t6 bang hai mau 1 va 3 thi dudng nay cing véi
hai canh (a,v) va (v, c) tao thanh mdt chu trinh trong G. Do tinh chat phang ctia
G nén hai dinh b va d khong thé cling nam bén trong ho#ic cling nam bén ngoai
chu trinh nay dude. Suy ra khoéng cé dudng di nao ndi b véi d gom céc dinh chi t6
bang mau 2 va mau 4. Do dé trdo déi mau 2 va mau 4 cho tat ci cic dinh trén
cac dudng di qua dinh b. Khi d6 hai dinh b va d c6 ciing mau 4. Lay mau 2 t6 cho
dinh v. Tém lai chting ta luoén lay duge 1 mau trong 5 mau cia céc dinh a,b,c,d, e
dé t6 cho dinh v. O

Sau day la mot trong cac dinh 1 néi tiéng nhat trong toan hoc. Pinh Ij bén mau,
dinh 1y nay dau tién dudce dua ra nhu mot phong dodn vao nam 1850 bdi mot sinh
vién ngudi Anh tén 1a F. Guthrie va cudi ciing da dude hai nha toan hoc My 1a
Kenneth Appel va Wolfgang Haken chttng minh vao nam 1976. Trudc nam 1976
ciing da c6 nhiéu chitg minh sai, ma thong thuong rat khé tim thay chd sai, da
duoe cong bd. Hon thé nita da c6 nhidu ¢b ging mot cach vo ich dé tim phan thi
du bang cich c6 vé ban dd can hon bén mau dé t6 né. Cé 1& mot trong nhimg
chiing minh sai ndi tiéng nhat trong toan hoc la chiing minh sai “bai toin bén
mau” dude cong bo nam 1879 bdi ludt su, nha toan hoc nghiép du Luin Don tén
14 Alfred Kempe. Nho cong bé 161 gidi ctia “bai toan bon mau”, Kempe dudce cong
nhan 13 hdi vien Hoi Khoa hoc Hoang gia Anh. Céc nha todn hoc chap nhéin céch
chiing minh ctia 6ng ta cho t6i 1890, khi Percy Heawood phat hién ra sai lam trong
chiing minh cia Kempe. Tuy nhién dung phuong phap cia Kempe, Heawood da
chting minh dugc “bai todn nam mau” (ttc 13 moi ban dd c6 thé to6 khong qua

nam mau). Nhu vy Heawood méi gidi duge “bai todn nam mau”, con “bai todn
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bén mau” van con dé va la mot thach d6 ddi véi cdc nha todn hoc trong suét gan
mot thé ky. Viée tim 10i gidi cia “bai todn bén mau” da dnh hudéng dén su phat
trién theo chiéu huéng khéc nhau ctia 1y thuyét do thi. Mai dén nam 1976, khai
thac phuong phap ciia Kempe va nhd cong cu may tinh dién tit, Appel va Haken
da tim ra 16i gidi clia “bai todn bén mau”. Chitng minh ciia ho dua trén sy phan
tich ting trudng hop mot cach can than nhd may tinh. Ho da chi ra rang néu “bai
toan bon mau” 1a sai thi sé c6 mot phan thi du thuéc mot trong gan 2000 loai khéac
nhau va da chi ra khong c6 loai nao dan t6i phan thi du ca. Trong chiing minh ctia
minh ho da dung hon 1000 gid may tinh. Cach chitng minh nay da gdy ra nhiéu
cudc tranh cai vi mdy tinh da déng vai trd qui quan trong. Ching han litu c6 thé
c6 sai lam trong chuong trinh va diéu d6 dan t6i két qua sai khong? Ly ludn cta
ho c6 thuc su 14 mot chimg minh hay khéng, néu né phu thuoc vao thong tin ra

tit mot may tinh khong dang tin cay?

DPinh 1y 3.65 (Dinh 1y 4 mau, Appel & Haken, 1976). Moi do thi phang khong cd
khuyén cé sdc so khong lon hon 4.

Biét rang do thi day di K, (n > 5) c6 sac s6 16n hon 4, do dé bang Pinh 1y 4 mau
ching ta cing suy ra duge K, véi n > 5, 13 d6 thi khéng phang.

3.12.4. Mét sé iing dung
Sau day 1a mot s6 tmg dung ctia t6 mau do thi.

Bai toan 3.5 (Lap lich thi). Hay 1ap lich thi trong truong dai hoc sao cho khong

¢6 sinh vién nao c6 hai moén thi cung mot luc.

Bai todn nay cé thé giai bang mo6 hinh do thi, véi céc dinh 14 cdc mén thi, va ¢b
mdt canh ndéi hai dinh néu c6 sinh vién phai thi cd hai mén dude biéu dién bang
hai dinh nay. Thoi gian thi cia mdi mén duge biéu thi bang cdc mau khic nhau.
Nhu vy viéc 1ap lich thi sé tuong tng véi viée t6 mau do thi nay. Ching han, ¢ 7
mon thi can xép lich. Gié sit cac mon hoc dude danh s6 tit 1 t6i 7 va cdc cap mon
thi sau c¢6 chung sinh vien: 1 va 2, 1va3,1va4,1va7,2va3, 2va4, 2vabd,2va
7,3va4,3va6,3va7,4vab5 4va6,5va6,5va7, 6va7. Hinhdusi diy biéu
dién do thi tuong tng. Khi dé viéc 1ap lich thi chinh 1a viéc t6 mau do thi nay. Vi

s6 mau cia do thi nay 1a 4 nén can c6 4 dot thi.
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Hinh 3.15: Do thi cho bai todn lap lich

Bai todn 3.6 (Phan chia tan s6). Cc kénh truyén hinh tit s6 1 t6i s6 12 dugc
phan chia cho cdc dai truyén hinh sao cho khong cé dai phéat nao cdch nhau khong
qua 240 km lai ding cing mot kénh. C6 thé chia kénh truyén hinh nhu thé nao

bang mo hinh t6 mau d6 thi?

Ta x4y dung do6 thi bang cach coi mdi dai phat 13 mot dinh. Hai dinh duoc nbi véi
nhau bang mo6t canh néu ching & cach nhau khong qué 240 km. Viéc phan chia

kénh tuong tmg v6i viée t6 mau do thi, trong d6 mdi mau biéu thi mét kénh.
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Chuong 4. Dai s6 Boole

Dai s6 Boole dugc dé xuat bdi nha toin hoc Claude Shannon' ndm 1938 khi 6ng
chimg t6 rang c6 thé dung cac qui tic co ban ciia 16gic do George Boole dua ra
nam 1854 dé thiét ké cdc mach dién tit. Cc qui tac nay tao nén co s6 cta dai s6

Boole.

4.1. Khai niém dai s6 Boole

4.1.1. Dinh nghia

Pai s6 Boole? 1a mot tap hop khic rong A cung v6i ba phép toan ky hiéu nhan
(.), cong (+) va lay phan bu (7) théa cac tién dé sau véi moi a, b, c € A:
(1) Tinh giao hodn:
(i) a.b =b.a
(ii)a+b=0b+a
(2) Tinh két hop:
(i) (a.b).c = a.(b.c)
(i) (a+b)+c=a+(b+¢)
(3) Tinh phan phoi:
(i) a.(b+ ¢) = (a.b) + (a.c)
(ii) a + (b.c) = (a+b).(a+ ¢)
(4) Tinh dong nhdt: ton tai hai phan t& khac nhau ctia A, ky hiéu 1a 1 va 0, sao
cho:
(i)al=1la=a
(i) a+0=04+a=a
1 va 0 tuong tmg dudc goi 1& phan ti trung hod ctia phép . va +
(5) Tinh bi: v6i moi a € A, ton tai duy nhat phan tit @ € A sao cho:
(i) a.a=a.a=0
(i)at+ta=a+a=1

@ dugc goi 1a phan ti bi clia a.

!Claude Elwood Shannon (1916-2001) 14 nha todn hoc, ki su dién t& va mat méa hoc ngudi My, dugce biét dén
nhu 14 cha dé ciia 1y thuyét théng tin.
2Con doc 13 Bun.
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Vi du 4.1. Pai s6 l6gic 1a mot dai s6 Boole, trong dé A 1a tap hop cadc ménh de;
cic phép toan A (hoi), V (tuyén), = (phit dinh) tuong tng véi ., 4+,7; cdc hang D
(ding), S (sai) tuong ting véi cac phan tit trung hoa 1, 0.

Vi du 4.2. Dai s6 tdp hop 1a mot dai s6 Boole, trong d6 A 1a tap hop P(X) gom
cac tap con cla tap khac rong X; cdc phép todn N (giao), U (hop), ~ (bl) tuong
tng véi ., +,7; cac tap X, 0 tuong tng véi cac phan ti trung hoa 1, 0.

Vi du 4.3. Cho B = {0,1} va cdc phép toan .,+,” trén B dugc dinh nghia nhu
sau:

(i) 1.1=1,1.0 = 0,0.1 = 0,0.0 = 0

(i) 1+1=1,140=1,0+1=1,0+0=0

(iii) 1=0,0 = 1.

R6 rang, B 1a mot dai sé6 Boole. Pay ciing chinh 1a dai s6 logic, trong dé 1 va 0
tuong ting v6i D (dtng) va S (sai). M6i phan tit 0 v 1 clia B con duge goi 1a mot
bit.

Vi du 4.4. Cho M 1a tap hop céc s6 thuc c6 can trén a, can dudi b va tam doi
xing O. Cac phép toan ., 4+, trén M dugc dinh nghia nhu sau:

(i) a.b = min(a, b)

(ii) @ + b = max(a,b)

(iii) @ 1a diém d6i xting ctia @ qua O.

Khi d6 M 1a mot dai s6 Boole, trong d6 a va b tuong ting véi cac phan tit trung
hoa 1 va 0.

O dinh nghia dai s6 Boole trén, cdc tién dé ciia dai s6 Boole dugc xép theo timg
cap (i) va (ii). Do dé6, ta thay tit méi tién dé (i), néu thay phép . bdi phép +, thay
phép + bdi phép ., thay 1 bdi 0 va thay 0 béi 1, thi ta thu dudc tién deé (ii) tuong
tng. Do d6, cap tién dé (i) va (ii) dudc goi 1a déi ngdu ctia nhau. Dieu niy cb
nghia, néu ta chting minh duge mét dinh 1y trong dai s6 Boole thi ta c6 ngay mot
dinh 1y khéc, dbi ngau ctia né, bang cach thay phép . va 1 tuong tng béi phép +
va 0 (va ngudc lai). Tit dy, ching ta c6 nguyén ly déi ngdu nhu sau.

Nguyén 1y dbi ngau: déi ngau cia mot dinh ly la mét dinh 1.

4.1.2. Cac hang dang thirc cha dai sb6 Boole

T dinh nghia ctia dai s Boole, ching ta dé dang suy ra thém dudc céc tinh chat

co ban khac cua cac phép toan Boole.
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Dinh ly 4.1.

(1) Tinh nudt: a.0 =0,a+1=1

(2) Tinh liy ding: a.a = a,a +a=a

(3) Tinh hit: a.(a +b) = a,a+ (a.b) = a

(4) Tinh bu kép: a = a

(5) Ludt De Morgan: a.b=a+b,a+b=a.b
(6)1=0,0=1.

Ching minh.
(1) Theo céc tién dé (3)-(5) clia dinh nghia dai s6 Boole, ta co:

(2) Theo céc tién dé (3)-(5) clia dinh nghia dai s6 Boole, ta co:

a=a.l
=a.(a +a)
=a.a+a.a
=a.a+0

= a.a

(3) Theo cac tién dé (3), (4) ctia dinh nghia dai s6 Boole va tinh nudt & trén, ta

co:

a.(a+0b) = (a+0).(a+b)
=a+(0.b)
=a+0

=a

(4) Suy ra ngay tit tién dé (5) cia dinh nghia dai s6 Boole.
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(5) Theo tién dé (1), (3)-(5) clia dinh nghia dai s6 Boole va tinh nudt & trén, ta cé:

(a.b).(@+b) = (a.b.@) + (a.b.b)
= (a.a.b) + (a.b.b)
= (0.b) + (a.0)
—0+0
=0
(a.b) + (@+b) = (@+0b) + (a.b)
=(@+b+a)@+b+b)
=(@+a+b).(@at+b+b)
=(1+0b).@+1)

Vi a.b chi ¢6 mot phan ti bt duy nhét, nén theo tién dé (5) ctia dinh nghia dai s6
Boole ta cé a.b = a + b.

(6) Theo tinh nuét 1.0 = 0 va 1 4+ 0 = 1. T day theo tién dé (5) ctia dinh nghia
dai s6 Boole ta c6 1 =0,0 = 1. O

Théat ra, bdi su tuong ting ctia cac phép toan ., +, cla dai s6 Boole véi cic phép
toan 16gic, thi ching ta ¢ thé chuyén ngay céc tinh chit ciia céc phép toan logic

thanh cdc tinh chat ctia cdc phép todn Boole ciing nhu ngudc lai.

Luu 3 4.1. (a) Hé tién dé ctia dai s6 Boole néu & trén khong phai 1a mot hé t6i
thiéu.

(b) Tuong tu trong dai s6 1dgic, trong dai s6 Boole ngudi ta ciing xét cac cong thiic
dugce thanh 1ap tit cac bién a, b, ¢, . .. nhd cdc phép toan ., +,”. Trong céc cong thiic
nay nguoi ta quy udc thit tu thuc hién cac phép toan la —,.,4+. Ngoai ra, a.b con
dugc viét gon lai 14 ab va doc 1a tich clia a va b, con a + b doc 1a tong clia a va b.
Ching ta ciing cé thé bién ddi cong thitc va rit gon cong thitc tuong tu trong dai
s6 16gic. Chiing ta ciing xét cic tich so cap va tong so cap tuong tu hoi so cap va
tuyén so cap trong dai s6 1dgic. Do d6, moi cong thitc déu c6 thé dua vé dang tich
chuan tac hoan toan ho#c vé dang tong chuan tac hoan toan tuong tu dang hoi va

2 2 < N \ c A 1A s
tuyén chuan tac hoan toan trong dai so logic.
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4.2. Ham Boole

Cho B = {0,1} va xét B" = {(x1,22,...,2,)|z; € B,i = 1,2,...,n}. Mot bién z
dugce goi 14 bién Boole néu né chi nhan gié tri trong tap B. Mot ham n bién Boole
F : B" — B dugc goi 14 mot ham Boole (hay ham dai so logic, ham nhi phan)
bac n va ky hiéu F(xq1,z9,...,x,).

Céc gia tri cia ham Boole cling thuong dudge cho qua bang chan tri, la bang chi
chita céc gid tri 0 va 1, tuong tu nhu bang logic toan. Chang han, ham Boole béc
2 F(x,y) véi gia tri bang 1 khi 2 = y = 1 va bang 0 trong cac trudng hop khac c6
thé duge biéu dién qua bang nhu sau:

F(x,y)

OO |8
Ol —| O R

olo|lol—8

Céc ham Boole ciing c¢6 thé duge biéu dién bang cach ding cc biéu thic duge tao
béi cac bién Boole va cac phép toan Boole, cic biéu thitc nhu vay dude goi la biéu
thitc Boole. Mot cach hinh thiic biéu thiéc Boole v6i n bién x4, zs, . . ., z,, dugc dinh
nghia mot cach dé quy nhu sau:

(i) 0,1, 21,23, ..., 7, 1a cic biéu thitc Boole.

(ii) Néu A va B l1a céc biéu thiic Boole thi A, A.B, A + B ciing 13 cic biéu
thitc Boole.
Ngudi ta chimg minh duge v6i méi ham Boole bat ky, luén ton tai mot biéu thic
Boole tuong tng va ngudc lai. Khi d6, gid tri ciia ham Boole ¢6 thé nhén duoc
bang cach thay 0 va 1 cho céc bién trong biéu thitc Boole d6. Nhu vay, céc biéu
thitc Boole biéu dién dugc hét céac ham Boole.

Vi du 4.5. Xét ham Boole bac 3 F cho dudi dang biéu thitcc Boole nhu sau:
F(z,y,2) =22+47.

Gi4 tri ctia ham Boole F ¢é thé dude tinh qua bang chan tri 1a
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cvlylz]az][g] Flr,y,2)

0(0|0] 0 |1 1

0O(0|1] 0|1 1

O[1/0] 010 0

O[1/1]0 10 0

110(0] 0 |1 1

170711 |1 1

1{1]0] 0710 0

11711710 1
Hai ham Boole bic n F va G dudc goi 1a bing nhau néu F(xy,29,...,2,) =
G(w1,29,...,T,) V6i MOi 71, X9, ..., 7, € B. Phan bu ctia hAm Boole F, ky hiéu F,
la ham Boole bac n xac dinh bdi:

F(xy,9,...,7,) = F(x1,29,...,2,)

Tong Boole va tich Boole ctia hai ham F va G, tuong tmg ky hiéu F + G va FG,
la cac ham Boole bac n xac dinh bai:

(1) (F+ G)(x1,29,...,2,) = Fx1,29,...,2) + G(x1, 22, ..., 2p)

(2) (FG) (1,22, ..., 2n) = F(x1,22,...,2,).G(T1,22,...,2p).

Hai biéu thitc Boole khéc nhau biéu dién cting mét ham Boole thi dugce goi 1a tuong
duong v6i nhau. Xét mot bién Boole z va mot gia tri o € {0,1}. Ta dinh nghia x

mi o, ky hiéu 27, 1a mot bién Boole duge xac dinh nhu sau:

r néuo=1

T neuo =0.

Tt dinh nghia dé thiay 2 =1 & 2 = 0.
Tap ddc trung cia hAm Boole F, ky hiéu T, 1a tAp cdc bo n bién Boole (z1, za, . . ., 7,,)
sao cho F(x1,x9,...,2,) = 1. Mot cdch hinh thiic:

TF: {(thQ;'--wrn) GBn . F(x17$27---;xn) = 1}

D@ kiém chimg dudc tap dic trung Tr ¢6 cdc tinh chit co ban sau:
Ménh dé 4.2.

(1) Ty = Tf.

(2) Triqg=TrU1g.

(3) Tra=TrNT1q.
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Cho n bién Boole x1, s, ..., z,. Mot biéu thitc ¢6 dang xilwg? .. afk, trong d6
01,09,..., 0, EBvaA1<i <ip <--- < i <n, dudc goi la mot tich so cdp clia n
bién 1,9, ..., T,. SO cic bién xuat hién trong mot tich so cap dudc goi 1a hang
ctia tich so cap d6. Néu ham Boole F béac n dudc biéu dién dudi dang tong ciia
mét sb tich so cAp khac nhau ctia n bién, thi biéu dién dé dude goi 1a dang tong
chudn tdc ctia ham F. Trudng hop néu cac tich so cap trong dang tong chuan tac
cia F déu c6 hang n, thi dang tong chuan tic nay ducc goi 1a dang tong chuan
tdc hodn todn ctia F. Dang téng chuan tic hoan toan ctia mét ham Boole 1a duy
nhat.

Vi du 4.6. Xét ham Boole F(z,y) nhu sau:

0 néuz=y
F(z,y) = ,
1 ngugc lai.

Ham Boole nay thuong ducc goi 1a ham tuyén loai va k¥ hiéu 1a x @ y. Dé kiem
chitng duge = ® y = Ty + 27. Diéu nay cé nghia tong Ty + 27 13 mot dang tong

chuan tac ciia ham Boole F'.

Ménh dé 4.3. Moi ham Boole bic n F déu cd thé biéu dién dudi dang:

— g1 ,.02 ag;
F(zy,29,...,2,) = E e wy? . x] F (o1, 04 Ty -, )

(o1,...,00)EB?
trong dé i la s6 tw nhién bat ky, 1 <i <n.

Cho 7 = 1 trong ménh dé trén va nhan xét rang vai tro ctia cac bien z; la nhu

nhau, thi ta thu duge hé qua sau.

Hé qua 4.1. Moi ham Boole bic n F déu cé thé dudc khai trién theo mot bién x;:

F(Z‘l,]}z, .. .,I‘n) :x_iF(xl, e, L1, vai—i-l; . ,.len)—{—

xiF(CUl, sy L1, 17xi—|—17 s 7xn)-

Cho ¢ = n trong ménh dé trén va bo di cdc nhan ti& bang 1 trong tich, cic s6 hang

bang 0 trong tong, ta ciing thu dugc hé qui sau.

Hé qua 4.2. Moi ham Boole bic n F déu cé thé duoc khai trién dudi dang:

— 01,02 o}
F(xy,29,...,2,) = E ztad? L ar

(01,02,...,0n)ETF
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Hé qué 4.2 cho thiy, moi ham Boole déu c¢6 thé biéu dién dudi dang tong chuan
tac hoan toan. Nhu vy, moi ham Boole déu cé thé biéu dién bang mét biéu thic
Boole chi chita ba phép toan tich, tong va bi. Khi d6, ta néi hé {tich, tong, bu} la
day du.

Bing d6i ngdu, ching ta cling c6 thé chimg minh mét két qué tuong tu bang cach
thay tich bdi téng va ngugc lai, tit d6 dan t6i viée biéu dién ham Boole F' qua mét

tich céc tong. Bicu dién nay duoc goi 1a dang tich chudn tdc hodn toin cia F:

F(xy,x9,...,2,) = H (a7 4+ 2P+ 4 a0").

(01,02,..,0n)ETE

Vi du 4.7. Xét ham Boole bac 3 F(z,y, z) cho trong Vi du 4.5. Dang tong va tich

chuan tac hoan toan ctia F' duge tim thay nhu sau:

Theo bang chan tri cua F ta co:
F(0,0,0) = F(0,0,1) = F(1,0,0) = F(1,0,1) = F(1,1,1) = 1.
Do d6, dang tong chuan tac hoan toan cta F 1a:
F(x,y,2) =TYyZ+Tyz + 2y Z + 2yz + zyz.
Clng tt bang chan tri ctia F, ta co:
F(0,1,0) = F(0,1,1) = F(1,1,0) = 0.
Suy ra, dang tich chuin tic hoan toan cta F' 1a:

F=@+7+2)(c+7+2)(T+7+ 2).

4.3. Mach logic

4.3.1. Céng logic

Xét mot thiét bi (Hinh vé sau) ¢ mot sé6 dudng vao (dan tin hiéu vao) va chi c6
mot duong ra (phat tin hiéu ra). Giad sit cdc tin hiéu vao x1,x9,...,x, (ta goi la
dav vdo hay input) va tin hiéu ra F' (goi 1a dau ra hay output) déu chi cé hai trang

thai khac nhau, tc la mang mot bit thong tin, ma ta ky hiéu la 0 va 1.
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g ————™

-

xn_l F‘(xlszj an>
X, ——>»

Hinh 4.1: Mach logic mot duong ra

Mot thiét bi véi cac dau vao va dau ra mang gid tri 0, 1 nhu trén dudc goi la
mot mach légic. Dau ra clia mot mach 16gic 1a mot ham Boole F ciia cédc dau vao
x1,%2,...,T,. Lic db, ngudi ta néi mach 16gic nhu vay la thuc hién ham F. Cac
mach co s tao nén mach 1égic dugce goi 1a cac cong ldgic. Moi cong 16gic nay thuc

hién mot phép toan Boole. Chiing ta c¢6 3 cong ldgic co ban sau.

(1) Cong NOT
Cong NOT con dude goi 1a cong KHONG hay b6 ddo. Cong nay thuc hién ham
lay phan bii, v6i dau ra F(x) 1a phan bii ctia dau vao .
0 néuz=1

F(z)=7 = )
1 néuzxz=0.

Fio=x

™
x I’-/.—"'

Hinh 4.2: Cong NOT

Chéng han, néu z 13 mot xau céc bit 01011 thi céng NOT cho ra xau 10100.

(2) Céng AND
Céng AND con duge goi 1a cong VA. Céng nay thuc hién ham tich, véi dau ra
F(z,y) 1A tich clia cdc dau vao z va y.
1 nfuz=y=1

F(z,y) =zy = .
0 ngudgc lai.

X Frx:};) =xy x F(x, _,Z) =Xxyz
y _
Y — z

Hinh 4.3: Cong AND

Chéang han, néu z v y tuong tmg 1a xau céc bit 01011 va 00110 thi céng AND cho
ra xau 00010.
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(3) Céng OR
Cong nay con duge goi 1a cong HOAC. Céng nay thuc hién ham téng, véi dau

ra F'(z,y) la tong ctia cdc dau vao = va y.

0 néfuz=y=0
Flz,y)=z+y=
1 ngugc lai.

x Fxpi=x +y §i> F=x+y+z+t
£
Y £

Hinh 4.4: Cong OR

Chéang han, néu = va y tuong tmg 1a xau céc bit 01011 va 00110 thi céng OR cho
ra xau 01111.

4.3.2. Mach logic

(1) O muc trén, ching ta da dinh nghia mach 16gic (mo6t dudng ra). Mach l6gic
nay 1a t6 hop ctia cac cong légic, véi chiic ning thuc hién cic ham Boole phiic tap.
Nhu ching ta da biét, mot ham Boole bat ky c¢é thé biéu dién bang mot biéu thic
chi chita cac phép —,.,+. Tit d6 suy ra c6 thé lap ghép thich hop cac cong NOT,
AND, OR dé tao nén mot mach 16gic thuc hién mét ham Boole bat ky.

Vi du 4.8. Xay dung mot mach 16gic thue hién ham Boole cho béi bang sau.

F(z,y,2)
0

el el el el E=l Bl Nl Nl
RlR| OOl |R|IO|lOI
— | O~ ORI OO W
el Ll E=l E=l el Nl

Twr bang trén, ta thdy F(1,1,1) = F(1,1,0) = F(0,0,1) = 1 va F(0,0,0) =
F(0,1,0) = F(0,1,1) = F(1,0,0) = F(1,0,1) = 0. Do d6, ham F cé dang tong

chuan tac hoan toan la:

131



F(x,y,2) =xyz + zyz + Tyz.

Suy ra, mach 16gic thuc hién ham F' sé la:

=2
L BB AR J

LAY,

Tuy nhién, cé thé thay biéu thitc cia ham F(z,v,2) & trén ¢ thé rit gon lai la:

F(z,y,2z) =xyz+axyz +Tyz
=zy(z+2)+77yz
=y +TY=z.

Khi d6, mach 16gic thuc hién ham F(z,y,z) = xy + Tyz sé la:

_;If' > —
=
=

z »-

Nhu vay, hai mach 16gic 6 trén cung thuc hién cung mot ham Boole, khi d6 nguci
ta noéi hai mach légic nay 1a twong dwong. Tuy nhién, c6 thé thiy mach logic thit
hai don gidn hon. Do dé, van dé dit ra di tim mach 16gic don gian thuc hién ham
F. R6 rang, van dé nay 13 gan lién véi van dé tim biéu thic don gidn nhat biéu
dién ham F dé. Day 1a van dé c6 ¥ nghia va kho.

Luu 3 4.2. 0 trén, ching ta via xét viée thuc hién mét ham Boole bat ky bang
mot mach 16gic chi gom cac cong NOT, AND va OR. Tuy nhién, bang luit De

Morgan ta ¢ z4+y =Ty va xy = T + ¥, suy ra phép toan + cé thé biéu dién qua
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phép todn ~,. va phép todn . cé thé bicu dién qua phép toan —,+. Do d6 hé {—,.}
hodac hé {7, +} ciing 1a cic hé day du (dé biéu dién tat ca cic bicu thiic logic).
Nhu vy, ching ta c6 thé thuc hién mot ham Boole bat ky bang mot mach 16gic
chi gdm c6 céc cong NOT, AND hoac NOT, OR.

Vi du 4.9. Xét ham Sheffer:

0 nfur=y=1
Flz,y)=zty= .
1 ngugc lai.

Khi d6, mach 16gic thuce hién ham 1 duoce goi 1a cong NAND va dude cho bai hinh

duéi day:
X — «T
¥

Hinh 4.5: Cong NAND

Vi z 1y = Ty, nén c6 thé xem cong NAND nhu 14 ndi tiép ctia hai cong AND va
NOT nhu hinh vé duéi day:

X ——
Y ——

Hinh 4.6: Cong NAND biéu dién qua hai cong AND va NOT

Hon ntia, ta co

T=xTx

zy=acty=(zTy T (xty)

r+y=Ty=21y=(x12) 1 (yTy)
Do d6, hé {1} ciing la day di, suy ra bat ky mot ham Boole nao ciing c6 thé thuec
hién dugc bang mot mach 16gic chi gobm c6 céng NAND.

Vi du 4.10. Xét ham Vebb nhu sau:

0 néux=1hoicy=1
Flz,y)=zly= _
1 ngugc lai.

Khi d6, mach 16gic thuc hién ham | duge goi 1a cong NOR, va dude cho béi hinh
duéi day:
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xly

Hinh 4.7: Cong NOR

Viz | y=2z+y, nén c6 thé xem cong NOR nhu 1a nbi tiép ctia hai cong OR va
NOT nhu hinh vé duéi day:

x xt+y
Y

Hinh 4.8: Cong NOR biéu dién qua hai cong OR va NOT

Lap luan tuong tu nhu trén, ta co:
=xlx
r+y=xly=(rly) l(zly
ry=7+y=7ly=(rla)l(yly)
Suy ra, hé {|} ciing 1a day di. Do d6, bat ky mot ham Boole nao ciing ¢6 thé thue

8|

hién duge bang mot mach 16gic chi gom c6 cong NOR.
Xét phép todn 16gic tuyén loai & (con goi 1 tuyén chdt). Theo dinh nghia ciia @,
ta c6 ham

0 néuz=y
Flz,y) =z®y=
1 ngugc lai.

Ham nay c¢6 mach logic sau, thuong dugc goi 1a cong XOR hay cong OR-loai:
x®y

Hinh 4.9: Cong XOR

Vi z @y = 27 + Ty, nén cong nay thudng dugc vé lai la:

¥

Hinh 4.10: Cong XOR vé lai

-
-

=
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(2) Nhiéu bai todn doi héi phai xay dung nhitng mach légic c¢é nhiéu ducng ra,

cho cac dau ra Fy, Fy, ..., Fy 1a cac ham Boole cua cac dau vao 1, 2o, ..., x,.

By e, X0

¥

L J

Fz(xl; Ko, . xn)

¥

By, xa, o, X))

Hinh 4.11: Mach légic cé nhiéu duong ra

Chéng han, ta xét phép cong hai sé tu nhién dugc viét trong hé nhi phan. 0 day
mot s6 ¢ n chit s6 viét trong hé nhi phan @,a,_1...a; dudc goi 1a s6 n-bit. Dau

tién xét phép cong hai s6 1-bit z,y. Ta c6 bang cong hai s6 nay nhu sau:

1+1=10
1+0=01
0+1=01
0+0=200

Bang 4.1.: Bdng cong hai so 1-bit

Tong = + y 1a mot s6 2-bit 75: x +y = 75, v6i s va r lan lugt 1 bit tong va bit nhd

cua x + y. Khi do, cdc ham Boole s va r cua x,y dudc xac dinh ti bang trén la:

(z]ylr]s]
[[1[1]0
1[0/0]1
0101
0[0/0]0

Béang 4.2.: Bang cic ham Boole s,r cia x,y

Tu bang ngay trén, ro rang ta thiy: s=z®y var = z.y

Khi d6, mach 16gic thuc hién hai ham s =2z &y var = x.y la:

X —» r=xy
¥y —»
Hinh 4.12: Mach logic thuc hién hat ham s =x Gy var = x.y
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Mach ndy ducc goi 1& mach cong hai s6 1-bit hay mach cong bin phan, ky hiéu
DA, dugc vé nhu sau:

L ——"

y— DA s

Hinh 4.13: Mach céng hai s6 1-bit

Bay gio, ta xét phép cong hai s6 2-bit Toz; va it

To T

Y2 N

2.

Phép cong thuc hién theo timg cot, & cot thit nhat (tit phai sang trai) ta tinh
z1 + y1 dude bit tong s; va bit nhé ¢, ¢ ¢dt thtt hai ta tinh z + yo + ¢1, tic 1a
phai cong ba s6 1-bit.

4.4. Cuc tiéu héa cac mach lagic

Hiéu qué ctia mot mach 16gic phu thudc vao sb cic cong va su bo tri céc cong dé.
Qué trinh thiét ké mot mach 16gic dude bat dau bang mot bang chi r6 cic gid tri
dau ra d6i v6i mdi mot t6 hop cac gia tri dau vao. Ching ta luon c¢é thé sit dung
khai trién tong cac tich ctia mach dé tim tdp cdc cong logic thuc hién mach dé.
Tuy nhién, khai trién tong cac tich ¢é thé chita céc s6 hang nhiéu hon mtc can
thiét. Céc s6 hang trong khai trién tong cac tich chi khac nhau & mot bién sao cho
trong s6 hang nay xuat hién bién dé va trong s6 hang kia xuat hién phan bu cia
né, déu c6 thé duge t6 hop lai. Ching han, xét mach c¢6 dau ra bang 1 khi va chi
khiz =y =2=1, hodc x = 2z =1 va y = 0. Khi dé, khai trién tong céc tich cia
mach nay 1a ryz+ 27z. Ro rang, hai tich trong khai trién nay chi khéc nhau 6 mot

bién y. Suy ra, ching c6 thé t6 hop lai nhu sau:
xyz +ayz = (y+7y)rz = lez = xz.

Do d6, zz 1a biéu thitc véi it phép toan hon biéu dién mach da cho. Mach tht hai

chi diing mot cong, trong khi mach thit nhat phai dung ba cong va mot bo dio.
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4.4.1. Phuong phap ban do Karnaugh

Phuong phép nay dugc dé xuat bdi Maurice Karnaugh vao nhitng nam 1953, dua
vao ¥ tudng tim céc sb hang trong mot biéu thitc Boole dé t6 hop lai, nham rit
gon cac khai trién tong céc tich. Pay 1a phuong phép dua trén viéc ra sodt truc
quan dé nhén dang cic s6 hang can duge nhém lai, do d6 chi thich hop véi céc
ham Boole c6 s6 bién tuong déi nho, khong qua bén. Cing vi cach lam 1a truc
quan nén phuong phap nay thuc su kho cai dat. Bay gio, ching ta se di vao xét
cidc ham Boole véi s6 bién lan luct 1a 2, 3 va 4.

(1) Dau tién, xét ham Boole 2 bién F(z,y). R0 rang, c6 tat ca bon tich so cip
khac nhau trong khai trién tong céc tich ctia ham F(z,y). Khi d6, mot bang chia
lam bdn 6 biéu dién cho céc tich so cap trong khai trién tong cac tich ctia ham
F(z,y) sao cho céc 6 bicu dién tich so cAp c6 mit trong khai trién ghi s6 1 duge
goi 1& bdn do Karnaugh doi vdi ham F(x,y) hay bin do Karnaugh hai bién. Mot
trong cac cach dé 14p ban do Karnaugh hai bién ctia ham F(z,y) dudc cho trong
hinh duéi day:

y v
Ty | TY

T|TY | TY

Hinh 4.14: Bdn do Karnaugh hai bién

Hai 6 trong ban do Karnaugh ctia ham Boole F' (hai bién, ba bién, ...) dudc goi 1a
ké nhau néu cac tich so cAp ma ching biéu dién chi khac nhau mét bién. Dé rut
gon khai trién tong cic tich hai bién bang phuong phap ban do Karnaugh, ching
ta can nhan dang céc tich so cap cé thé to hop lai. Truong hop thit nhat, dé 1a cac
khoi gom 2 & ké nhau biéu dién céc tich so cap ¢6 thé duge t6 hop lai thanh mét
bién. Trudng hop con lai 1a cac khéi 2 x 2 biéu dién céc tich so cap ¢6 thé td hop

lai thanh mét tich khéng ¢6 mot bién nao, cu thé 1a biéu thiec 1.

Vi du 4.11. Cuc tiéu héa cdc ham Boole 2 bién F(z,y) sau diy bang phuong
phép ban do Karnaugh:

(a) F(z,y) = zy +Ty.

(b) F(z,y) = 27 + Ty.

(c) F(x,y) =2y + Ty +T7.

Ta c6, ba ban do Karnaugh hai bién tuong ting cho ba ham Boole & trén 1a:
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1

Yy
1
1

—| <

x x
T | 1 Tz | 1

(a) (b) (c)
Hinh 4.15: Ba bin do Karnaugh hai bién

SIS

Nhém céc tich so cap dude chi ra trong hinh sau:

y Yy y oy Y
1 1
1

| =<

a5 s
(@ ® ©

Hinh 4.16: Nhém cdc tich so cdp ciia cdc ham biéu dién trong bin do Karnaugh

x
T

Vay, khai trién cuc tiéu ctia cic ham Boole trén tuong tGng la:
(a) F(z,y) =y.

(b) F(z,y) = 27 + Ty.

(¢) Flz,y) =T +7.

(2) Tiép theo, xét hAm Boole 3 bién F(z,y, z). C6 8 tich so cAp khac nhau trong
khai trién tong cdc tich ctia ham F(x,y, z). Do d6, bdn do Karnaugh ba bién cho
ham F(x,7,z) 1 mot bang gdm 8 6, mdi 6 bicu dién mot tich so cap cb thé co
ctia ham F(z,y, z). Mot trong cac cach dé lap ban do Karnaugh ba bién ctia ham
F(z,y, z) dugc cho trong hinh duéi day:

Yz Yz Yz Yz
TYz | TYZ TYz
TYz | TYZ TYz

x
T

Hinh 4.17: Bdn do Karnaugh ba bién

Dé rit gon khai trién tong céc tich ba bién, ta sé ding ban dd Karnaugh ba bién
trén dé nhan dang cac tich so cip c6 thé t6 hop lai. Trudng hop thit nhat, d6 1a
cac khdi gom 2 6 ké nhau biéu dién céc tich so cap c6 thé dude t6 hop lai thanh
mot tich ctia hai bién. Truong hop thit hai 1 cac khéi 2 x 2 va 4 x 1 biéu dién céc
tich so cAp cé thé t6 hop lai thanh mot bién duy nhat. Cubi cting 1a mot khdi gdom
tat ca 8 6 biéu dién céc tich c6 thé t6 hop lai thanh mot tich khong c6 mot bién

nao, cu thé 1a biéu thic 1.

Vi du 4.12. Cuc tiéu héa cdc ham Boole 3 bién F(x,y, z) sau day bang phuong
phap ban do Karnaugh:
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(a) F(x,y,2) =2yz+2yz+Tyz + TYZ.
(b) F(x,y,2) =2z +2yZzZ+Tyz+Ty2+ TYZ.
(¢) Fla,y,2) =ayz + ayZ+ 272+ 2§z +Tyz + Ty 2 + TY Z.

Ta c6, ban do Karnaugh ba bién cho cdc ham Boole trén tuong ting la:

Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz

x 1 1 X 1 1 x| 1 1 1 1

z| 1 1 | 1 1 1 z!| 1 1 1
Nhém céce tich so cap dude chi ra trong hinh sau:

Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz

€T 1 1 T 1 1 x| 1 1 1 1

z!| 1 1 z| 1 1 1 z!| 1 1 1

Do d6, khai trién cuc tiéu ctia cdc ham Boole trén lan lugt 1a:
(a) F(z,y,2) =2Z+YZ + Tyz.

(b) F(x,y,2) =7+ T=.

(c) F(x,y,z) =x+7y+ 2.

(3) Cudi ciing, xét ham Boole 4 bién F(w,z,y, z). Cé6 tat ci 16 tich so cip khéc
nhau trong khai trién téng cac tich ctia ham F(w, z,y, ). Do d6, bin do Karnaugh
bon bién cho ham F(w,z,y, z) 13 mot bang gom 16 6, moi 6 biéu dién mot tich so
cap cé thé c6 clia ham F(w,z,y, z). Mot trong nhitng céch 1ap ban dd Karnaugh
4 bién ctia ham F(w,z,y, z) duge cho trong hinh dudi day:

yz yz yz yz
WT | WYz | WIrYz | WYz | wryz
WT | WTYZ | WITYZ | WTYZ | WITYyz
WT | WTYZ | WTYZ | WITYZ | WITYZ
wr | WrYyz | Wryz | Wryz | wryz

Hinh 4.18: Bdn do Karnaugh bon bién

Luu ¥ rang, trong ban dé Karnaugh nay moi mot 6 ké véi bdn 6 khéac. Khi d6, su
it gon mot khai trién tong céc tich bén bién dude thue hién bang cich nhan dang
cac khoi gom 2, 4, 8 hodc 16 6 biéu dién céc tich so cap c6 thé t6 hop lai dudc.
Mbi 6 bicu dién mot tich so cdp hodc dude dung dé 1ap mot tich ¢6 it bién hon
hodc dugce dua vao trong khai trien. Cling nhu trong trudng hop ban do Karnaugh
hai va ba bién, muc tiéu 1a can phéai nhan dang céc khéi 16n nhat c6 chita cac s6 1

bang cach ding mot s6 it nhat cdc khéi, ma trude hét 1a cic khoi 16n nhat.
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Vi du 4.13. Cuc tiéu héa cic ham Boole 4 bién F(w, z,y, z) sau diy bang phuong
phap ban do Karnaugh:

(a) F(w,x,y, z) = wryz + wryz + wry zZ + wryz + wT §z + W Y Z + WYz +W Tyz +
WTYZ.

(b) F(w,z,y,2) = wxyZz + wTyz + wTYyZzZ + WIYZ + WIYZ + WTYZ+wITY

(¢) F(w,z,y,2) = wryz +wry Z + wTyz + wTyz + wT Y zZ + Wryz + Wayz+wry z +
WYz +WITYZ+wWrTyYz.

Ban do Karnaugh bén bién cho cdc ham Boole trén tuong ting la:

Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz
wz | 1 1 1 wT 1 wT 1 1
wr | 1 1 1 Jwz | 1|1 1 wr | 1 |1 1
wx | 1 1 wT 1 1 wT 1 1
wx 1 | wx 1 wr | 1 1 1 1
Nhém céc tich so cAp dude chi ra trong hinh sau:
Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz Yz
wr | 1 1 1 wWr 1 wx 1 1
wx | 1 1 1 lwr ] 1|1 1 wx | 1 1 1
wx | 1 1 wT 1 1 wT 1 1
wx 1 | wz 1 wr | 1|1 1 1

Suy ra, khai trién cuc tiéu ctia cdc ham Boole trén lan lugt 1a:
(a) F(w,z,y,2) = wyz + wrZ + wT Y + WYz + Wryz.

(b) F(w,z,y,2) =§Z + wTy + TYZ.

(c) F(w,z,y,2) = Z + wx + wry.

4.4.2. Phuong phap Quine-McCluskey

Phuong phap Quine-McCluskey duge dé xuat vao nhitng nam 1956 béi W. V. Quine
va Edward J. McCluskey. Phuong phap nay bao gom hai phan. Phan dau tim cdc
s6 hang 1a tng vién dé dua vao khai trién cuc tiéu nhu mot tong cac tich Boole ma
ta goi 1a cdc nguyén nhan nguyén t6, phan thit hai xdc dinh xem trong s6 cac tng
vién d6 g vién nao 1a thuc su dung duge. So véi phuong phap Karnaugh, phuong
phap nay hitu hiéu hon nhiéu khi gidi quyét ham Boole nhiéu hon bén bién. Tuy
nhién, bai toan cuc tiéu ham Boole dudc biét 14 bai toan NP-khé, nén Thuét toan
Quine-McCluskey van c6 do phiic tap 1a ham mii theo s6 bién.

Pau tién ching ta can mdt s6 khai niém co ban sau. Cho hai ham Boole F' va G

bac n. Ta néi G 1a mot nguyén nhdn cta F néu T C Tr, nghia 1a G = F 1a mot
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hang ding. Nhu vdy, 16 rang mdi tich so cip trong mot dang tong chuan tac cia
F 1a mot nguyén nhan ctia F. Khi d6, mdi tich so cAp A ctia F' dugc goi 1a mot
nguyén nhan nguyén té cia F néu trong A xoé di mot bién bat ky thi tich so cap
nhan dudce khong con la nguyén nhan cua F.

Nhu vay, néu Fi, Fy, ..., F} 1a cic nguyén nhan ctia F' thi Zle F; cung la mot

nguyén nhan cta F, vi Ty, CTp v6imoii=1,2,...,k, va do do
k
Tsw 5 =\JTr CTr.

i=1

Gia st S 1a mot tdp cdc nguyén nhan ctia F. Ta néi S 1& hé day di déi v6i F néu
F =3 (s G, nghia 1a Tp = |Jges T Nguoi ta chiing minh duge két qua quan

trong sau:

Ménh dé 4.4. Tép tdt cd cdc nguyén nhin nguyén té cia ham F ld mot hé day
di doi vdi F.

Khi d6, véi S 1a tap tat ca cdc nguyén nhan nguyén td ciia ham F thi dang tong
chuan tic Y aes G cua F dugde goi 1a dang tong chudn tdc thu gon ctia F. Thuat
toan tim dang téng chuan tic thu gon ctia ham F duge trinh bay ngay trong muc

Sau.

4.4.2.1. Tim dang téng chuan tic thu gon

Xét n bién Boole 1,29, ..., z,. Ta sé biéu dién mdi tich so cdp ctia n bién nay
bang mot day n ky hiéu trong tap {0,1, —} theo quy uéc: ky tu thit i 1a 1 néu ;
c6 mat trong tich so cap 1a binh thudng, con néu z; cé mat trong tich so cap véi
dau pht dinh thi k¥ tu nay 1a 0, cudi cing néu x; khong cé mit thi ky tu nay sé 1
—. Chéng han, v6i tich so cAp clia 5 bién z1, 29, . . ., x5 14 Tirsr4T5, thi né sé duoce
biéu dién bang day 0 — 110. Vi cach bic¢u dién nay, hai tich so cip dudc goi 1a keé
nhau néu qua cac biéu dién tuong tng ching chi khic nhau ¢ mot vi tri 0 hoac
1. Khi dé, véi cac tich so cp ké nhau nay ching ta c¢6 thé thay bang mot tich so
cap gon hon. Qué trinh thuc hién nhu thé nay dudce goi 1& phép ddn clia cac tich
so cAp. Chang han, véi hai tich so cAp ké nhau Az va AT, c6 thé dugc thay bing
tich A (dung tién dé b)) nhu sau:

Ax + Az = A.

Trén co s6 phép dan nay ngudi ta xay dung thuit toan dé tim dang tong chuan
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tac thu gon clia mét ham Boole sau day.

Thuat toan 4.1 (Tim dang tong chudn tdc thu gon)

Vao: Ham Boole F bac n dudi dang tong chuan tic hoan toan.

Ra: Dang tong chuan tic thu gon ciia F.

Phuong phap:

Budc 1. (Lip bing) Lap mot bang gdm nhidu cot dé ghi cac két qua dan. O cot
thit nhat viét vao cac bicu dién ctia cdc nguyén nhan ctia F. Chia cic biéu dién
nay thanh ting nhém, trong d6 mdi nhém cé s6 céc ky hiéu 1 bang nhau va thi
tu cia cac nhém 13 ting dan theo s6 cac ky hiéu 1.

Buéc 2. (Ldp: ddn cdc biéu dién) Lan lugt thuc hién tat ca cic phép dan céc biéu
dién trong nhém i véi cac biéu dién trong nhém i +1 (i = 1,2,...). Bi¢u dién nao
tham gia it nhdt mét phép dan sé duge ghi nhan bang mdt ddu * bén canh. Két
qua dan duge ghi vao cot tiép theo. Lap lai phép dén cho cot ké tiép dén khi khong
thu thém dudce cot nao méi.

Buéc 3. (Két ludn) Tat ca cac biéu dién khong c6 ddu * chinh 1a hé S gdm tit ca
cac nguyén nhan nguyén t6 ciia F. Khi d6, tong Y ces G la dang téng chuan tac
thu gon ctia ham F can tim.

Vi du 4.14. Tim tong chuan tac thu gon ctia ham Boole 4 bién F(w,,y, z) sau:
Fw,z,y,2) =WITPz+wxyz + WTYz + WIT Yz + wTyz + Wryz + wryz.

Lap bang ta co:

0001* | 0-01* | 0- -1
0101* | 00-1* | -0-1
0011* | -001* | - -11
1001* | -011*
1011% | 10-1*
O111* | 01-1*
I117% | 0-11%*

I-11%

-111*

Nhu véy, dang téng chuan tic thu gon cia ham F' 1a
F((w,z,y,2)) =Wz + Tz + yz.
Vi du 4.15. Tim tong chuan tac thu gon ctia ham Boole 4 bién F(w,x,y, z) sau:
F(w,z,y,z) =0T yz+w Tyz + wTyz + way z + wryz + wryz + wryz.

Lap bang ta co:
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0010* | 001- | 11- -
0011* | -011
1100* | 110-*
1011%* | 11-0*
1101* | 1-11
1110*% | 11-1*
I111% | 111-*

Véay, dang tong chuan tic thu gon ctia ham F la:

F(w,z,y,z) =WTy + Tyz + wyz + w.

4.4.2.2. Tim dang tong chuin tic cuc tiéu

Sau khi tim duge dang tong chuan tic thu gon ctia ham Boole bac n F' bang Thuét
toan 4.1, titc 1a tim dudc tat ca cdc nguyén nhan nguyén té cia F, ching ta tim
dang tong chuan tic cuc ticu (t6i thicu) ctia F theo thuit toin sau. Dé bat dau,
ching ta can mét sé khai niém sau day. Mdi tich so cap trong dang tong chuan tic
hoan toan ctia ham F con dudc goi 1a mdt cau tao don vi cia F. Néu mot nguyén
nhan nguyén t6 A 1a mot phan con clia cau tao don vi B, thi ta néi A 1a phi B.
Goi S 1a tdp tat ca cdc nguyén nhan nguyén td ctia F. Néu moi cau tao don vi
ctia F' déu dudc phi it nhat bsi mot phan ti ctia S thi ta néi hé S 1a phi F. Dé
thay, néu S 1a phtt ham F thi S 1a hé day dua déi véi F. Khi d6, mot nguyén nhan

nguyén td trong S dude goi 1a cot yéu néu bo né di khdi S thi cdc nguyén nhan

nguyén td con lai ctia S khong thé phi F.
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Thuit toan 4.2 (Tim dang tong chudn tdc cuc ticu)

Vao: Ham Boole F bac n va dang chuan tic thu gon cia F.

Ra: Dang tong chuan tac cuc tiéu ciia F.

Phuong phap:

Budc 1. (Lap bang) Lap mot bang chit nhat, trong dé mdi cot ing véi mot cau
tao don vi ctia F' va mdi dong ting v6i mot nguyén nhan nguyén t6 cta F. Tai 6
(4,7) ta ddnh diu cong (+) néu nguyén nhan nguyén t6 & dong i 1a phi cau tao
don vi & cot j.

Budc 2. (X4c dinh céc cdc nguyén nhan nguyén td cot yéu) Tai nhiing cot chi
c6 duy nhat mot dau +, xem dau + dé thudc dong nao thi dong dé tng véi mot
nguyén nhan nguyén tb cot yéu.

Budc 3. (Xo6a cot va dong) Xoa tat cd cic cot duge phtt bdi cdc nguyén nhan
nguyén t6 cot yéu. Trong bang con lai, xo4 tiép nhitng dong khong con dau +, va
sau dé néu c6 hai cot giéng nhau thi xod bt mot cot.

Budc 4. (Két luan) X4c dinh mot hé S gém cdc nguyén nhan nguyén té véi sb
blen it nhat phit cac cot con lai. Khi d6, tong clia céc nguyen nhan nguyen t6 cot
yeu va cac nguyén nhan nguyén t6 trong S chinh 1a dang téng chuan tic cuc tiéu
cua ham F' da cho.

Cac Budée 2 va 3 trong Thuat toan 4.2 ¢6 tac dung rit gon bang trudce khi lua
chon. D phiic tap clia thuit toan chd yéu nam & Bude 4. Tinh hudng t6t nhat 1a
moi nguyén nhan nguyén t6 déu 1a cot yéu. Trudng hop nay khong phai lua chon
gl va ham F ¢6 duy nhat mét dang tong chuan tac cuc tiéu cing chinh 14 dang
tong chuan tac thu gon. Truong hop xdu nhat 14 khong ¢6 nguyén nhan nguyén t6
nao 1a cbt yéu. Trudng hop nay ta phai lua chon toan bo bang.

Vi du 4.16. Cuc tiéu ham Boole 4 bién F(w,x,y, z) trong Vi du 4.14.

T tong chuan tac thu gon tim dugce & trén, lap bang ta co:

WITYz | WYz | WTYZ | WTYZ | WITYZ | WTYZ | WrYyz
wz + + + +
Tz + + + +
yz + + + +

RO rang, trong bang trén cac nguyén nhan nguyén to deu la cot yeu nén tong chuan

tac cuc tiéu clia ham F 1a:
Flw,z,y,2z) =wz + Tz + yz.

Vi du 4.17. Cuc tiéu ham Boole 4 bién F(w,x,y, z) trong Vi du 4.15.

T tong chuan tac thu gon tim duge & trén, ldp bang ta dudc:
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WITYZ | WTYZ | WTYZ | WTYZ | WIYZ | WTYZ | wryz
wT + + + +
wTY + +
TYz + +
WYz + +

Ro rang, trong bang trén cdc nguyén nhan nguyén t6 cbt yéu nam ¢ dong 1 va 2,
do d6 ta xda cac cot 1, 2, 4, 5, 6 va 7. Hai dong 1 va 2 khong chtta dau + ciing x6a
di. Bang sau khi riat gon la:

TYz
wyz

WITYZ
+
+

Chon S = {Tyz} hoiic S = {wyz} dé phi cot con lai wZyz. Suy ra, c6 hai dang

téng chuan tic cuc tiéu cia ham F' la:
Fi(w,z,y,2) = wr +WTy + Tyz

hoac
Fy(w,z,y,z) = wr + 0Ty + wyz.
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